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Prólogo
 PRÓLOGO
 Tanto en su vida diaria como, sobre todo, en la investigación científica, el hombre debe muchos de sus éxitos o fracasos a la eficacia de sus argumentos (o “razonamientos”). La lógica es la disciplina que trata de los métodos de razonamiento; la lógica proporciona reglas y técnicas para determinar si es o no válido un argumento dado. El razonamiento lógico se emplea en matemáticas para demostrar teoremas; en ciencias de la computación, para verificar si son o no correctos los programas; en las ciencias físicas y naturales, para sacar conclusiones de experimentos; y en las ciencias sociales y en la vida cotidiana, para resolver una gran variedad de problemas. Claramente, se usa en forma constante el razonamiento lógico. La lógica simbólica o matemática es probablemente, en su parte elemental, la teoría científica más sencilla, segura y completa de nuestro actual universo de conocimientos. Esta teoría reúne un repertorio de tópicos, de ya consagrada validez, que han sido adquiridos en el curso de los últimos cien años: el álgebra de BOOLE (lógica de enunciados), la axiomática cuantificacional de FREGE-RUSSEL, los cálculos de deducción natural de GENTZEN, los métodos metamatemáticos de HILBERT, la semántica de TARSKI y los concretos y más recientes resultados metateóricos de POST, SKOLEM, GÔDEL-HENKIN y CHURCH. Durante dos mil años los matemáticos han estado haciendo inferencias correctas, de índole sistemática, y los lógicos y filósofos han estado analizando la naturaleza de los argumentos válidos. Es, en consecuencia, sorprendente que sólo en las tres o cuatro últimas décadas haya sido desarrollada una teoría formal de la inferencia plenamente satisfactoria. En el largo periodo que se extiende desde Aristóteles, en el siglo IV A.C., hasta Leibniz en el siglo XVII, los lógicos de la antigüedad, los medievales y los postmedievales descubrieron mucho de importancia y significación sobre la lógica, pero el más importante defecto de esta tradición clásica era su fracaso en relacionar la lógica como teoría de la inferencia a la clase de razonamientos deductivos que se usan continuamente en matemáticas. Leibniz tenía cierta visión sobre la necesidad de hacer esta conexión, pero hasta fines del siglo XIX y comienzos del XX se establecieron relaciones sistemáticas entre la lógica y las matemáticas, principalmente mediante las obras de FREGE, PEANO y RUSSEL. A pesar del alcance y magnitud de sus investigaciones, sólo en años recientes ha sido formulada una teoría completamente explícita de la inferencia, adecuada para manejar todos los casos paradigmáticos de razonamiento deductivo, en matemáticas y en las ciencias empíricas. Es grande el número de personas que han contribuido a estos desarrollos, pero quizás los más prominentes han sido KURT, GÔDEZ, DAVID HILBERT y ALFREDO TARSKI. Los tres primeros capítulos de este texto son una introducción a la lógica simbólica elemental para cualquier tipo de lector que esté interesado en introducirse en esta materia. Como una aplicación de éstos, el capítulo cuarto trata de los métodos de demostración en matemáticas. La lógica no es solo ciencia, sino también arte de la deducción, y su dominio exige, como la aritmética, la capacidad de efectuar cálculos bien hechos.
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 El primer capítulo hace un recorrido por el cálculo proposicional que es la parte de la lógica que trata sobre las proposiciones y fue desarrollado sistemáticamente por primera vez por el filósofo griego Aristóteles hace más de dos mil trescientos años. Este capítulo contiene el material básico común de la mayor parte de los libros de lógica, se presentan las proposiciones, conectivos lógicos y tablas de verdad. Además, se tratan también las equivalencias lógicas como una herramienta esencial para trabajar el álgebra declarativa y las formas normales. Las implicaciones lógicas, conocidas, más comúnmente, como reglas de inferencia, y la forma como pueden utilizarse como base de un razonamiento válido es el tema que se trata en el segundo capítulo; allí se presentan algunos métodos de demostración como el proporcionado por el teorema de la deducción, el método por reducción al absurdo y la resolución. Hay, por supuesto, razonamientos que no son válidos, llamados falacias que, también, los analizaremos en este capítulo. La generalización de los temas presentados en los dos capítulos anteriores se trata en el tercer capítulo, el de cálculo de predicados, éste contiene todas las componentes del cálculo proposicional y de la inferencia lógica, incluyendo las constantes, las variables proposicionales y los conectivos lógicos. Además, el cálculo de predicados contiene sujetos, funciones proposicionales y cuantificadores, conceptos que examinaremos también. Dos importantes preguntas que aparecen en el estudio de las matemáticas son: (1) ¿cuándo es correcta una demostración matemática?, y (2) ¿qué métodos se pueden utilizar para construir demostraciones matemáticas? Este es el tema tratado en el cuarto capítulo, el de métodos de demostración. Los métodos de demostración son importantes no sólo porque se utilizan para demostrar teoremas matemáticos, sino por sus muchas aplicaciones en otras ciencias. Hay muchos errores comunes en la construcción de una demostración, describiremos brevemente algunos de ellos en este capítulo. También, presentaremos el método de inducción matemática, cómo se puede utilizar y por qué es un método válido de demostración. Las matemáticas se enseñan generalmente como si estuviesen esculpidas en piedra. Casi todos los textos de matemáticas presentan formalmente los teoremas y sus correspondientes demostraciones. Tal presentación no permite entrever el proceso de descubrimiento en matemáticas. La formulación de conjeturas y los intentos de asentar estas conjeturas bien mediante demostraciones o utilizando contraejemplos lo describiremos brevemente en la parte final del cuarto capítulo. Muchos problemas esperan todavía a ser resueltos por gente inteligente, se enuncian algunos de los más accesibles y famosos de estos problemas abiertos. Aunque las ideas expuestas en este texto no son creación exclusiva del autor, creo haber aportado en él el esfuerzo personal y mi experiencia de muchos años de docencia, con la esperanza de que los profesores de lógica se sirvan de éstas para orientar su labor didáctica en la obtención del noble fin de la superación de nuestra juventud estudiosa. Convencido como estoy de que ninguna obra humana es perfecta, serán los profesores y los estudiantes quienes con sus opiniones y sugerencias habrán de ayudarme a mejorar el presente texto.
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Introducción a la Lógica y Métodos de Demostración
 1
 1. CÁLCULO PROPOSICIONAL Hay tres clases de lenguaje mediante los cuales nos podemos comunicar: el lenguaje oral que se manifiesta verbalmente; el lenguaje escrito que es una traducción del lenguaje oral mediante frases impresas; y el lenguaje simbólico que es una traducción de los dos anteriores, mediante símbolos apropiados que siguen reglas bien definidas. Tanto el lenguaje oral como el escrito sufren el defecto de que, muchas veces, las ideas no se expresan en forma precisa, dando lugar a ambigüedades. El lenguaje simbólico, que es utilizado en matemáticas y en otras disciplinas, es, por el contrario preciso y no da lugar a falsas interpretaciones. En este primer capítulo se presenta los conceptos y leyes del cálculo proposicional. Las reglas de la lógica le dan un significado preciso a los enunciados matemáticos y no matemáticos y se usan para distinguir entre argumentos válidos y no válidos. Un concepto básico y esencial de la lógica es el de proposición, que definimos a continuación. 1.1. Proposiciones Definición 1.1 Una proposición es una expresión con sentido completo mediante la cual se afirma o se niega algo que puede ser verdadero o falso (pero no las dos cosas a la vez). Ejemplo 1. Son proposiciones: a) “2 es un número primo” b) “15 no es múltiplo 5” c) “Bogotá es la capital de Colombia” Ejemplo 2. No son proposiciones: a) “¡Hace frío!” b) “¿Qué hora es?” Dada una proposición, su negación se considera también una proposición. 1.2. Proposiciones simples (o atómicas) Definición 1.2 Si una proposición contiene uno o varios sujetos y un predicado que afirma algo sobre dichos sujetos de llama proposición simple. Ejemplo 3. Son proposiciones simples: a) “3 es un número impar” b) “7+4=20”
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Introducción a la Lógica y Métodos de Demostración
 2
 Ejemplo 4. No son proposiciones simples: a) “5 no es divisor de 12” b) “7 es un número impar y primo” Las proposiciones simples se denotan con las letras minúsculas p , q , r , s ,… Si una proposición simple es verdadera, se dice que su valor de verdad es V y si es falsa se dice que su valor de verdad es F . Si p es una proposición simple, la negación de p se denota por p¬ y se lee “no p ”. Ejemplo 5. La negación de la proposición simple p : “2 es un número primo”, es p¬ : “2 no es un número primo” La parte de la lógica que trata de proposiciones se llama cálculo proposicional o lógica
 proposicional. Fue desarrollada sistemáticamente por primera vez por el filósofo griego Aristóteles hace más de dos mil trescientos años. Podemos generar nuevas proposiciones a partir de las proposiciones simples ya existentes. Los métodos para generar estas nuevas proposiciones fueron estudiados por el matemático inglés George Boole en 1854 en su libro Las leyes del pensamiento. Muchos enunciados matemáticos se construyen combinando una o más proposiciones. Las nuevas proposiciones, llamadas proposiciones compuestas, se forman a partir de las proposiciones simples utilizando conectivos lógicos. 1.3. Proposiciones compuestas (o moleculares) Definición 1.3 Una proposición se llama compuesta si es la combinación de dos o más proposiciones simples ligadas mediante alguna de las expresiones “y”, “o”, “si…entonces…” o “…si y sólo si…”. A estas expresiones se les llama conectivos (o conectores) lógicos. Ejemplo 6. Son proposiciones compuestas: a) “5 es un número par y primo” b) “la tierra es un planeta o el sol no es el centro del universo” c) “si 14 es par, entonces es divisible entre 2” d) “Un triángulo es equilátero si, y sólo si sus tres lados son iguales” Una tabla de verdad muestra las relaciones entre los valores de verdad de las proposiciones simples. Las tablas de verdad son especialmente valiosas a la hora de determinar los valores de verdad de proposiciones compuestas complejas. Ejemplo 7. La negación de una proposición p , que se denota por p¬ , es verdadera si p
 es falsa y falsa si p es verdadera; esto se ilustra en la siguiente “tabla de verdad para la negación de una proposición”
 p p¬
 V F F V
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 3
 Analizaremos ahora, cada uno de los conectivos lógicos definidos anteriormente. 1.4. La conjunción Definición 1.4 La conjunción de dos proposiciones p y q , que se denota por qp ∧ y se lee “ p y q ”, es la proposición que se obtiene enunciando q a continuación de p separadas por la conectiva “y”. La conjunción qp ∧ es verdadera cuando p y q son verdaderas, en los demás casos es falsa. Lo anterior se resume en la siguiente “tabla de verdad para la conjunción”
 p q qp ∧
 V V V V F F F V F F F F
 Una conjunción es falsa cuando al menos una de las dos proposiciones es falsa. Ejemplo 8. La conjunción de las proposiciones p : “Hoy es viernes” y q : “Hoy llueve” es
 qp ∧ : “Hoy es viernes y hoy llueve”. La proposición es verdadera los viernes con lluvia y es falsa cualquier día que no sea viernes y los viernes que no llueve. 1.5. La disyunción Definición 1.5 La disyunción de dos proposiciones p y q , que se denota por qp ∨ y se lee “ p o q ”, es la proposición que se obtiene enunciando q a continuación de p separadas por la conectiva “o”. La disyunción qp ∨ es falsa cuando p y q son falsas, en los demás casos es verdadera. Lo anterior se resume en la siguiente “tabla de verdad para la disyunción”
 p q qp ∨
 V V V V F V F V V F F F
 Una disyunción es verdadera cuando al menos una de las dos proposiciones es verdadera. Ejemplo 9. La disyunción de las proposiciones del ejemplo 8, es qp ∨ : “Hoy es viernes u hoy llueve”. Esta proposición es verdadera cualquier día que sea viernes o llueva (incluidos los viernes que llueve). Es falsa sólo los días que ni son viernes ni llueve. Ejemplo 10. La proposición compuesta “la tierra es un planeta o el sol no es el centro del universo” se puede simbolizar como qp ¬∨ siendo p : “la tierra es un planeta” y q : “el sol es el centro de la tierra”.
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 Ejemplo 11. La siguiente tabla de verdad muestra los posibles valores de verdad de la proposición qp ¬∨ a partir de los posibles valores de verdad de p y de q .
 p q q¬ qp ¬∨
 V V F V V F V V F V F F F F V V
 La última columna de esta tabla proporciona los posibles valores de verdad de qp ¬∨ . El uso del conectivo lógico o en una disyunción se asocia al significado en sentido inclusivo de la palabra o. Por ejemplo, el o en sentido inclusivo se emplea en el enunciado: “Los estudiantes que hayan cursado cálculo o sistemas pueden matricularse en esta clase”. Con esta frase se quiere decir que los estudiantes que han cursado o bien cálculo o bien sistemas pueden matricularse en la clase, así como los estudiantes que hayan cursado ambas asignaturas. Por otra parte, estamos usando el o exclusivo cuando decimos: “Los estudiantes que hayan cursado cálculo o sistemas, pero no ambos, pueden matricularse en esta clase”. Ahora se quiere expresar que aquellos que hayan cursado tanto cálculo como sistemas no pueden matricularse. Sólo pueden hacerlo aquellos que hayan cursado exactamente una de las dos asignaturas. De forma similar, cuando en un menú de restaurante vemos “Se sirve sopa o ensalada, como entrada”, casi siempre se quiere decir que los clientes pueden tomar bien sopa o bien ensalada, pero no ambos. Éste es un uso exclusivo no inclusivo de la disyunción o. Como se indicó anteriormente, el uso del conectivo lógico o en una disyunción corresponde a uno de los dos sentidos de la palabra o, a saber, el modo inclusivo. Por lo tanto, una disyunción es verdadera cuando al menos una de las dos proposiciones en ella es verdadera. Cuando se usa el o en sentido exclusivo para conectar dos proposiciones p y q ,
 obtenemos la proposición “ p o q (pero no ambos)”, que se denota por qp∨ . Esta proposición es verdadera cuando exactamente una de las dos proposiciones p y q es verdadera y es falsa en los demás casos. La tabla de verdad para el o exclusivo es la siguiente:
 p q qp∨
 V V F V F V F V V F F F
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 1.6. EL condicional Definición 1.6 El condicional de dos proposiciones p y q , que se denota por qp → y se lee “si p entonces q ”, es la proposición que se obtiene enunciando q a continuación de p separadas por la conectiva “si…entonces…”. El condicional qp → es falso únicamente cuando p es verdadera y q falsa, en los demás casos es verdadero. Lo anterior se resume en la siguiente “tabla de verdad para el condicional”
 p q qp →
 V V V V F F F V V F F V
 En el condicional qp → , p se llama “hipótesis” (o antecedente o premisa) y q se llama “tesis” (o consecuente o conclusión). Debido a que los condicionales desempeñan un papel esencial en el razonamiento matemático, existen muchas formas de expresar qp → ; entre ellas están las siguientes: “si p , entonces q ” “ p implica q ” “si p , q ” “ p sólo si q ” “ p es suficiente para q ” “una condición suficiente para q es p ” “q si p ” “q siempre que p ” “q cuando p ” “q es necesario para p ” “una condición necesaria para p es q ” “ q se deduce de p ” El condicional qp → es falso sólo en el caso de que p sea verdadera y q sea falsa. Es verdadero cuando tanto p como q son verdaderas y cuando p es falsa (sin importar el valor de verdad de q ). Una forma útil de entender el valor de verdad de un condicional es pensar en una obligación o un contrato. Por ejemplo, la promesa que muchos políticos hacen para ser elegidos es: “Sí soy elegido, bajaré los impuestos”. Si el político es elegido, los electores esperarían del político que bajase los impuestos. Pero si el político no es elegido, entonces los electores no esperarán que esa persona baje los impuestos, aunque pueda influir lo suficiente para conseguir que los que ostentan el cargo correspondiente bajen los impuestos. Sólo cuando el político es elegido y no baja los impuestos, pueden sus electores decir que el político no cumplió su promesa electoral. El último escenario corresponde al caso en que p es verdadera pero q es falsa; y, por lo tanto qp → es falsa. Mucha gente encuentra confuso el hecho de que “ p sólo si q ” exprese lo mismo que “si p , entonces q ”. Para recordar esto, hay que tener en cuenta que “ p sólo si q ” dice p no
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 puede ser verdadera cuando q no es verdadera. Esto es, el enunciado es falso si p es verdadera, pero q es falsa. Cuando p es falsa, q puede ser verdadera o bien falsa, porque la afirmación no dice nada acerca del valor de verdad de q . Un error común de la gente es pensar que “ q sólo si p ” es una forma es una forma de expresar qp → . En cualquier caso, estos enunciados tienen valores de verdad distintos cuando p y q toman diferentes valores de verdad. La forma en la que se ha definido el condicional es más general que el significado de la implicación en el lenguaje corriente. Por ejemplo, el condicional: “Si hoy hace sol, entonces iremos a la playa”; es un condicional usado comúnmente, ya que hay una relación entre la hipótesis y la conclusión. Además, este condicional se considera válido, a no ser que precisamente hoy haga sol, pero que no vayamos a la playa. Por otra parte, el condicional: “Si hoy es viernes, entonces 2+3=5”; es verdadero por la definición de condicional, ya que la conclusión es verdadera (el valor de verdad de la hipótesis no importa en este caso). El condicional: “Si hoy es viernes, entonces 2+3=7”, es verdadero para todos los días excepto los viernes, incluso aunque 2+3=7 sea falsa. No utilizamos estos dos últimos condicionales en lenguaje natural (excepto quizá en algún sarcasmo), ya que no hay relación entre la hipótesis y la conclusión en ninguno de ellos. En los razonamientos matemáticos consideramos el condicional de una forma más general que en lenguaje natural. El concepto matemático de condicional es independiente de la relación causa-efecto entre hipótesis y conclusión. Nuestra definición de condicional especifica los valores de verdad; no se basa en el uso del lenguaje. 1.7. Recíproca, contrarrecíproca e inversa Hay algunos condicionales relacionados con qp → que pueden formarse a partir de él. La proposición pq → se llama recíproca de qp → , La proposición pq ¬→¬ se llama contrarrecíproca de qp → y la proposición qp ¬→¬ se llama la inversa de qp → . La contrarecíproca pq ¬→¬ de un condicional qp → tiene la misma tabla de verdad que
 qp → . Para verlo, tenga en cuenta que la contrarrecíproca es falsa sólo cuando p¬ es falsa y q¬ es verdadera; esto es, sólo cuando p es verdadera y q falsa. Por otra parte, ni la recíproca, pq → , ni la inversa, qp ¬→¬ , tienen los mismos valores de verdad que
 qp → para todos los posibles valores de verdad de p y q . Para ver esto, observe que cuando p es verdadera y q falsa, el condicional original es falso, pero la recíproca y la inversa son ambas verdaderas. Cuando dos expresiones tienen siempre los mismos valores de verdad las llamamos equivalentes, de tal forma que un condicional y su contrarrecíproca son equivalentes. La recíproca y la inversa de un condicional también son equivalentes, esto es fácil de verificar. (Estudiaremos las proposiciones equivalentes más adelante). Uno de los errores más frecuentes en lógica es considerar que la recíproca o la inversa de un condicional son equivalentes al condicional.
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 Ejemplo 12. ¿Cuáles son las recíproca, contrarrecíproca e inversa del condicional: “El equipo local gana siempre que llueve”? Solución. Como “q siempre que p ” es una forma de expresar el condicional qp → , la afirmación original se puede escribir como: “Si llueve, entonces el equipo local gana”. En consecuencia, la recíproca de este condicional es: “Si el equipo local gana, entonces llueve”. La contrarrecíproca es: “Si el equipo local no gana, entonces no llueve” y la inversa es: “Si no llueve, entonces el equipo local no gana”. Sólo la contrarrecíproca es equivalente a la afirmación original. 1.8. EL bicondicional Definición 1.7 El bicondicional de dos proposiciones p y q , que se denota por qp ↔ y se lee “ p si, y sólo si q ”, es la proposición que se obtiene enunciando q a continuación de p separadas por la conectiva “…si, y sólo si…”. El bicondicional qp ↔ es verdadero únicamente cuando p y q tienen el mismo valor de verdad, en los demás casos es falso. Lo anterior se resume en la siguiente “tabla de verdad para el bicondicional”
 p q qp ↔
 V V V V F F F V F F F V
 Observe que el bicondicional o doble condicional es verdadero precisamente cuando los condicionales qp → y pq → son verdaderos. Hay otras formas en las que comúnmente se expresa qp ↔ como: “ p es necesario y suficiente para q ” “si p , entonces q , y recíprocamente” “ p sii q ”. Aquí se utiliza la abreviatura “sii” para “si, y sólo si”. Obsérvese que qp ↔ tiene los mismos valores de verdad que )()( pqqp →∧→ . Ejemplo 13. Sean p la afirmación “Puedes tomar el vuelo” y q la afirmación “Compras un tiquete”. Entonces qp ↔ representa el enunciado “Puedes tomar el vuelo si, y sólo si, compras el tiquete”. Esta afirmación es verdadera si p y q son ambas verdaderas o ambas falsas, esto es, si compras un tiquete y puedes tomar el vuelo o si no compras el tiquete y no puedes tomar el vuelo. Es falsa cuando p y q tienen valores de verdad distintos, es decir, cuando no compras el tiquete, pero puedes tomar el vuelo (consigues un vuelo gratis, por ejemplo), y cuando compras el tiquete y no puedes tomar el vuelo (la línea aérea te deja en tierra).
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 La expresión “si, y sólo si” empleada en el bicondicional rara vez se usa en el lenguaje natural. De hecho, los bicondicionales se expresan a menudo usando las frases “si, entonces” o “sólo si”. La otra parte del “si, y sólo si” es implícita. Por ejemplo, consideremos la afirmación en el lenguaje natural “Si terminas tu comida, puedes tomar postre”. Lo que realmente quiere decir es “Puedes tomar postre si, y sólo si, terminas tu comida”. Esta última afirmación es equivalente desde el punto de vista lógico a las dos afirmaciones “Si terminas tu comida, entonces puedes tomar postre” y “Puedes tomar postre sólo si terminas tu comida”. Debido a la imprecisión del lenguaje natural, necesitamos hacer una suposición si en una proposición condicional en lenguaje cotidiano deseamos incluir implícitamente su recíproco. Como la precisión es esencial en las matemáticas y en la lógica, siempre diferenciaremos entre la proposición condicional
 qp → y la proposición bicondicional qp ↔ . Ejercicios 1. ¿Cuáles de las siguientes frases son proposiciones? ¿Cuál es el valor de verdad de
 aquellas que son proposiciones? a) Cali es la capital de Colombia. b) Buenos Aires es la capital de Argentina. c) 2+3=5. d) 5+7=10. e) 732 =+x . f) Responde a esta pregunta. g) ¡Muy bien! h) xyyx +=+ para todo par de números reales x y y .
 2. ¿Cuál es la negación de cada uno de los siguientes enunciados?
 a) Hoy es jueves. b) No hay polución en Bogotá. c) 2+1=3. d) El verano de Villavicencio es cálido y soleado. e) El verano de Villavicencio es cálido o soleado.
 3. Sean p y q los enunciados p: “Está permitido nadar en la costa de Cartagena” q: “Se han divisado tiburones cerca de la costa” Exprese cada una de las siguientes proposiciones en lenguaje natural. a) q¬ b) qp ∧ c) qp ∨¬ d) qp ¬→ e) pq ↔¬ f) qp ¬→¬ g) qp ¬↔ h) )( qpp ∨∧¬ 4. Sean p y q los enunciados p: “Estamos bajo cero” q: “Nieva” Escriba los siguientes enunciados utilizando p, q y conectivos lógicos:
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 a) Estamos bajo cero y nieva. b) Estamos bajo cero, pero no nieva. c) No estamos bajo cero y no nieva. d) Bien estamos bajo cero o bien nieva (o ambas cosas). e) Si estamos bajo cero, entonces también nieva. f) Estamos bajo cero o nieva, pero no nieva si estamos bajo cero. g) Que estemos bajo cero es necesario y suficiente para que nieve.
 5. Sean p y q los enunciados p: “Conduces a más de100 Km/h” q: “Te multan por exceso de velocidad” Escriba los siguientes enunciados utilizando p, q y conectivos lógicos:
 a) No conduces a más de 100 Km/h. b) Conduces a más de 100 Km/h, pero no te multan por exceso de velocidad. c) Te multarán por exceso de velocidad si conduces a más de 100 Km/h. d) Si no conduces a más de 100 Km/h no te multarán por exceso de velocidad. e) Conducir a más de 100 Km/h es suficiente para que te multen por exceso de
 velocidad. f) Te multan por exceso de velocidad, pero no conduces a más de 100 Km/h. g) Siempre que te multan por exceso de velocidad conduces a más de 100 Km/h.
 6. Sean p, q y r los enunciados p: “Se han visto osos pardos por la zona” q: “Es seguro caminar por el sendero” r: “Las bayas del sendero están seguras” Exprese los siguientes enunciados utilizando p, q, r y conectivos lógicos:
 a) Las bayas del sendero están seguras, pero no se han visto osos pardos por la zona. b) No se han visto osos pardos por la zona y es seguro caminar por el sendero, pero las
 bayas del sendero están seguras. c) Si las bayas del sendero están seguras, es seguro caminar por el sendero si, y sólo si,
 no se han visto osos pardos por la zona. d) No es seguro caminar por el sendero, pero no se han visto osos pardos por la zona y
 las bayas del sendero están seguras. e) Para que sea seguro caminar por el sendero, es necesario, pero no suficiente, que las
 bayas del sendero no estén seguras y que no se hayan visto osos pardos por la zona. f) No es seguro caminar por el sendero cuando se han visto osos pardos por la zona y
 las bayas del sendero están seguras. 7. Determine si los siguientes condicionales son verdaderos o falsos.
 a) Si 1+1=2, entonces 2+2=5. b) Si 1+1=3, entonces 2+2=4. c) Si 1+1=3, entonces 2+2=5. d) Si los cerdos vuelan, entonces 1+1=3. e) Si 1+1=3, entonces Dios existe. f) Si 1+1=3, entonces los cerdos vuelan. g) Si 1+1=2, entonces los cerdos vuelan. h) Si 2+2=4, entonces 1+2=3.
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 8. Diga qué significa cada una de las siguientes frases en los casos en que el o es inclusivo (es decir, una disyunción) o bien exclusivo. ¿Cuál crees que es el significado que se quiere expresar realmente en cada caso? a) Para matricularte en lógica debes haber cursado una asignatura de cálculo o alguna
 asignatura de sistemas. b) Cuando compras un vehículo de marca X, te devuelven US$ 2000 en efectivo o el
 2% del préstamo solicitado. c) La cena para los dos incluye dos platos de la carta A o tres de la carta B. d) En el colegio se suspenden clases si caen más de 50 cm de nieve o si el viento
 helado baja de -20 ºC. 9. Escriba cada uno de los siguientes enunciados en la forma “si p, entonces q”.
 a) Nieva siempre que el viento sopla del noreste. b) El manzano florecerá si el tiempo se mantiene cálido durante una semana. c) Que los Pistons ganen el campeonato implica que vencieron a los Lakers. d) Es necesario subir 12 Km para llegar a la cima del pico. e) Para ser profesor fijo es suficiente con ser famoso. f) Si conduces más de 600 Km seguidos, necesitaras más gasolina. g) Tu garantía es válida sólo si compraste el reproductor de DVD hace menos de 90
 días.
 10. Escriba cada uno de los siguientes enunciados en la forma “p si, y sólo si q”. a) Si hace calor afuera, te compras un helado, y si te compras un helado, hace calor
 afuera. b) Para ganar la rifa es necesario y suficiente tener el número ganador. c) Ascenderás sólo si tienes contactos, y tienes contacto sólo si asciendes. d) Si ves televisión, tu mente se empobrecerá, y recíprocamente. e) El tren llega con retraso exactamente aquellos días que tengo que tomarlo. f) Es necesario y suficiente que el número entero sea par, para que sea divisible entre
 dos.
 11. Enuncie la recíproca, la contrarrecíproca y la inversa de cada uno de los siguientes condicionales. a) Si un entero es par, entonces es divisible por 2. b) Si nieva hoy, esquiaré mañana. c) Voy a clases siempre que vaya a haber un control. d) Cuando me acuesto tarde, es necesario que duerma hasta el mediodía. e) Un entero positivo es primo sólo si no tiene otros divisores distintos de 1 y él
 mismo. 1.9. Tablas de verdad de proposiciones compuestas Se puede construir la tabla de verdad de una proposición compuesta a partir de los valores de verdad de las proposiciones simple que la conforman. A continuación presentaremos dos ejemplos de cómo construir la tabla de verdad de una proposición compuesta.
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 Ejemplo 14. Construir las tablas de verdad para las siguientes proposiciones compuestas: a) )()( qpqp ∧¬→¬∨¬ . b) ))(())(( rqprqp ∧∨↔→→ . Solución. a) Para estas dos proposiciones simples p y q se tienen cuatro posibilidades distintas de acuerdo a los valores de verdad de p y q . La tabla de verdad se presenta a continuación:
 p q q¬ qp ¬∨ )( qp ¬∨¬ p¬ qp ∧¬ )()( qpqp ∧¬→¬∨¬
 V V F V F F F V V F V V F F F V F V F F V V V V F F V V F V F V
 Solución. b) Para tres proposiciones simples p , q y r se tienen ocho posibilidades distintas de acuerdo a los valores de verdad de p , q y r . La tabla de verdad se presenta a continuación:
 p q r rq→ )( rqp →→ rq∧ )( rqp ∧∨ ))(())(( rqprqp ∧∨↔→→
 V V V V V V V V V V F F F F V F V F V V V F V V V F F V V F V V F V V V V V V V F V F F V F F F F F V V V F F F F F F V V F F F
 Otra forma distinta (en apariencia) de construir la tabla de verdad de una proposición compuesta es indicando debajo de las correspondientes proposiciones simples sus posibles valores de verdad y, debajo de cada conectiva lógica el valor de verdad del resultado correspondiente. De esta forma; por ejemplo, la tabla de verdad del ejemplo 14, parte b), queda así:
 p ( → q ( → )) r ↔ ∨p( )) ( rq ∧ V V V V V V V V
 V F V F F F V F
 V V F V V V V F
 V V F V F V V F
 F V V V V V V V
 F V V F F F F F
 F V F V V F F F
 F V F V F F F F
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 El resultado es la columna que queda debajo de la conectiva ↔ , igual a la última columna de la tabla anterior. En general, si una proposición compuesta contiene n proposiciones simples distintas, entonces para construir su tabla de verdad se deben analizar n2 casos diferentes, correspondientes a todas las combinaciones posibles de los valores de verdad de las proposiciones simples. 1.10. Prioridad de los conectivos lógicos Muy pocas personas trabajan con expresiones completamente entre paréntesis porque tales expresiones son largas y con frecuencia difíciles de leer. En particular, los paréntesis externos de una expresión son casi siempre omitidos. Por lo tanto, en lugar de )( qp ∧ , se escribe qp ∧ , y en lugar de )())(( qpqp ∨→∧ se escribe )()( qpqp ∨→∧ . Cuando hacemos esto, no debemos olvidar nunca añadir paréntesis detrás cuando la expresión en cuestión esté compuesta con alguna otra expresión. Los paréntesis de dentro de una expresión pueden también ser omitidos. Para interpretar correctamente la expresión resultante, se utilizan las llamadas reglas de prioridad o precedencia. Generalmente, cada conectivo tiene una prioridad, y los conectivos con una prioridad más alta introducen una unión más fuerte que los conectivos con una prioridad más baja. La conexión ¬ tiene la prioridad más alta. Por consiguiente, qp ∨¬ debe ser entendida como qp ∨¬ )( , y no como )( qp ∨¬ . En el caso de los conectivos lógicos, la prioridad más alta se la da a ∧ , seguida por ∨ , → y ↔ , en ese orden. En la expresión rqp ∨∧ , por ejemplo, ∧ tiene la prioridad sobre ∨ ; es decir, rqp ∨∧ debe ser entendida como
 rqp ∨∧ )( . Similarmente, rqp ∨→ debe ser entendida como )( rqp ∨→ , porque ∨ tiene prioridad sobre → . El conectivo ↔ recibe la prioridad más baja, lo que implica que
 rqp →↔ debe entenderse como )( rqp →↔ . Sin embargo, continuaremos usando paréntesis, en algunos casos, para resaltar la prioridad de los conectivos lógicos. En algunas expresiones, las reglas de prioridad no son suficientes para eliminar todas las ambigüedades. Por ejemplo, la expresión rqp →→ podría ser entendida tanto como
 rqp →→ )( o como )( rqp →→ . La interpretación adecuada depende de la asociatividad del conectivo → . Como el conectivo → no es asociativo se debe utilizar paréntesis, en este caso, para la forma precisa que se quiera dar. Las reglas de prioridad de la lógica son, por supuesto análogas, a las reglas de prioridad de las operaciones aritméticas básicas. Por ejemplo, se sabe que ∗ tiene prioridad sobre +, lo que significa que cba ∗+ debe ser interpretado como )( cba ∗+ . 1.11. Traducción de frases del lenguaje natural Hay muchas razones para traducir frases del lenguaje natural a expresiones con variables proposicionales y conectivos lógicos. Todos los lenguajes del ser humano son a menudo
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 ambiguos. Transformar frases a expresiones lógicas trae consigo evitar estas ambigüedades. Se debe tener en cuenta que esto puede conllevar a hacer un conjunto de suposiciones razonables basadas en el sentido que se le dé a la frase. Por otra parte, una vez que hayamos traducido frases del lenguaje natural a expresiones lógicas, podemos analizar estas expresiones lógicas para determinar sus valores de verdad, las podemos manipular y podemos utilizar las reglas de inferencia (que se tratarán más adelante, en el capítulo 2) para razonar sobre ellas. El paso del lenguaje natural al lenguaje formal se conoce como formalización. Para ilustrar el proceso de formalización, consideremos los siguientes ejemplos Ejemplo 15. ¿Cuál es la formalización de la siguiente frase?: “Puedes acceder a Internet desde la universidad sólo si estudias sistemas o no eres alumno de primero”. Solución. Hay muchas formas de formalizar esta frase. Aunque es posible representar la frase mediante una variable proposicional simple, como p , no sería útil para analizar su significado o razonar con ella. Así, utilizaremos proposiciones simples para representar cada parte de la oración y determinar los conectivos lógicos apropiados entre ellas. En particular, representaremos las frases “Puedes acceder a Internet desde la universidad”, “Estudias sistemas” y “Eres alumno de primero” por p , q y r , respectivamente. Considerando que “sólo si” es una forma de expresar un condicional, la frase se puede representar como )( rqp ¬∨→ . Ejemplo 16. ¿Cómo se puede formalizar la siguiente frase?: “No puedes montar en la montaña rusa si mides menos de 1.20 m, a no ser que seas mayor de 16 años”. Solución. De nuevo, hay muchas formas; la más simple, pero menos útil, es representarla, como p . Aunque no es incorrecto, no sería eficiente para tratar de analizarla o razonar con ella. Lo más apropiado es usar proposiciones simples para representar partes de esa frase y decidir los conectivos lógicos entre ellas. En particular, si representamos por p , q y r , respectivamente, las frases “Puedes montar en la montaña rusa”, “Mides menos de 1.20 m” y “Eres mayor de 16 años”, la frase se puede representar como prq ¬→¬∧ )( . Por supuesto, hay otras formas de representar esta frase mediante expresiones lógicas, pero la que hemos usado se ajusta a nuestras necesidades. Ejercicios 1. Construya la tabla de verdad para cada una de las siguientes expresiones: a) pp ¬∧ b) pp ¬∨ c) qqp →¬∨ )( d) )()( qpqp ∧→∨ e) )()( pqqp ¬→¬↔→ f) )()( pqqp →→→
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 2. Construya la tabla de verdad para cada una de las siguientes expresiones: a) )()( qpqp ∨→∨ b) )()( qpqp ∧→∨
 c) )()( qpqp ∧∨∨ d) )()( qpqp ↔¬∨↔
 e) )()( rpqp ¬↔¬∨↔ f) )()( qpqp ¬∨→∨ 3. Construya la tabla de verdad para cada una de las siguientes expresiones: a) qp ¬→ b) qp ↔¬ c) )()( qpqp →¬∨→ d) )()( qpqp →¬∧→ e) )()( qpqp ↔¬∨↔ f) )()( qpqp ↔↔¬↔¬ 4. Construya la tabla de verdad para cada una de las siguientes expresiones: a) )( rqp ∨¬→ b) )( rqp →→¬ c) )()( rpqp →¬∨→ d) )()( rpqp →¬∧→ e) )()( rqqp ↔¬∨↔ f) )()( rqqp ↔↔¬↔¬ 5. Construya la tabla de verdad para cada una de las siguientes expresiones:
 a) )()( srqp ↔↔↔ b) srqp →→→ ))((
 6. Se sabe que la proposición rqp →∧¬ )( es falsa. Con base a esto, que se puede decir acerca del valor de verdad de las siguientes expresiones:
 a) )()( rqqp ¬∨↔¬∨ b) tsr →¬∧ )( c) )( tqs ∨→¬ d) )( tqs ∧→¬ 7. Se sabe que la proposición )( qp ¬∨¬ es verdadera. Con base a esto, que se puede
 decir acerca del valor de verdad de la siguiente expresión:
 )))(()( uqtspr ∨→¬∧∧↔ . 8. Un muchacho le dice a su novia “me caso contigo sólo si consigo trabajo”. En efecto el
 muchacho encontró trabajo pero no se casó con ella. ¿incumplió su promesa?
 9. La proposición n-ésima de una lista de 100 proposiciones es: “Exactamente n de las proposiciones de esta lista son falsas”. a) ¿Qué conclusiones se pueden derivar de estas proposiciones? b) Responde la parte a) si la proposición n-ésima es “Al menos n de las proposiciones
 de la lista son falsas”. c) Responde la parte b) suponiendo que la lista contiene 99 proposiciones.
 10. Cada uno de los habitantes de una aldea remota dice siempre la verdad o siempre
 miente. Un aldeano siempre responderá un “Si” o “No” por respuesta a las preguntas de los turistas. Suponga que eres un turista que visita la zona y encuentras una bifurcación en el camino. Una dirección conduce a las ruinas que quieres visitar. La otra dirección conduce a la jungla profunda. Un aldeano se encuentra en la bifurcación del camino. ¿Qué pregunta debes hacerle al aldeano para averiguar la dirección correcta?
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 1.12. Juegos de lógica Aquellos juegos que se pueden resolver usando razonamiento lógico se conocen como “juegos lógicos”. Resolver juegos lógicos es una excelente forma de practicar con las reglas de la lógica. Hay programas de ordenador diseñados para desarrollar razonamiento lógico que a menudo utilizan juegos de lógica para ilustrar sus capacidades. Mucha gente se divierte resolviendo juegos de lógica que se publican en libros y revistas como actividad recreativa. Discutiremos en esta sección dos juegos de lógica. Empezamos con uno que fue planteado inicialmente por Raymond Smullyan, un maestro de los juegos de la lógica, que ha publicado más de una docena de libros con interesantes juegos relacionados con el razonamiento lógico. Ejemplo 17. Smullyan planteó muchos juegos lógicos acerca de una isla con dos clases de habitantes: caballeros, que siempre dicen la verdad; y sus opuestos, villanos, que siempre mienten. Te encuentras a dos personas, A y B. ¿Qué son A y B si A dice “B es un caballero” y B dice “los dos somos de clases opuestas”? Solución. Sean p y q las afirmaciones: “A es un caballero” y “B es un caballero”, respectivamente, de tal forma que p¬ y q¬ son las afirmaciones: “A es un villano” y “B es un villano”, respectivamente. Consideramos primero la posibilidad de que A es un caballero; ésta es la afirmación de que p es verdadera. Si A es un caballero, entonces dice la verdad cuando dice que B es un caballero; por tanto, q es verdadera, y A y B son de la misma clase. Sin embargo, si B es un caballero; entonces la afirmación de B de que A y B son de clases opuestas, la afirmación )()( qpqp ∧¬∨¬∧ tendría que ser verdadera, lo que no se cumple, porque A y B son ambos caballeros. En consecuencia, podemos concluir que A no es un caballero, es decir, p es falsa. Si A es un villano, como todo lo que dice es falso, la afirmación de A de que B es un caballero, es decir, que q es verdadera, es una mentira, lo que significa que q es falsa y B es también un villano. Además, si B es un villano, la afirmación de B de que A y B son de clases opuestas es una mentira, lo que es consistente con que tanto A como B sean villanos. Concluimos, por lo tanto, que A y B son villanos. A continuación, planteamos un juego de lógica conocido como el “juego de los chicos con barro” para el caso de dos chicos. Ejemplo 18. Un padre les dice a sus dos hijos, un chico y una chica, que jueguen en el jardín sin ensuciarse. Sin embargo, jugando, los dos se manchan la frente de barro. Cuando los chicos acaban de jugar, su padre dice “Al menos uno de vosotros se ha manchado la frente de barro” y entonces le pide a los chicos que respondan “Sí” o “No” a la pregunta: “¿Sabes si tienes la frente manchada de barro?”. El padre hace la pregunta dos veces. ¿Qué responderán los chicos cada vez que el padre hace la pregunta suponiendo que un chico puede ver si su hermano o hermana se ha manchado la frente, pero no puede verse la suya? Suponemos que los chicos son honestos y que responden simultáneamente a cada pregunta.
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 Solución. Sea p la afirmación de que el hijo se ha manchado la frente y sea q la afirmación de que la hija se ha manchado la frente. Cuando el padre dice al menos uno de los dos chicos se ha manchado la frente está afirmando que la disyunción qp ∨ es verdadera. Ambos chicos responderán “No” la primera vez que se les hace la pregunta porque cada uno sólo ve barro en la frente del otro. Esto es, el hijo sabe que q es verdadera, pero no sabe si p es verdadera, y la hija sabe que p es verdadera, pero no sabe si q es verdadera. Una vez que el hijo ha respondido “No” a la primera pregunta, la hija puede determinar que q debe ser verdadera. Esto es así porque cuando se hace la primera pregunta, el hijo sabe que qp ∨ es verdadera, pero no puede determinar si p es verdadera. Usando esta información, la hija puede concluir que q debe ser verdadera, ya que si q fuese falsa, el hijo podría haber razonado que debido a que qp ∨ es verdadera, entonces p debe ser verdadera, y él habría respondido “Si” a la primera pregunta. El hijo puede razonar de la misma forma para determinar que p debe ser verdadera. De aquí se sigue que la respuesta de ambos chicos es “Si” a la segunda pregunta. Ejercicios Los ejercicios 1, 2 y 3 están relacionados con la isla de los caballeros y villanos inventada por Smullyan, donde los caballeros siempre dicen la verdad y los villanos siempre mienten. Te encuentras a dos personas, A y B. Determina, si es posible, qué son A y B en cada caso. Si no puedes determinar qué son, ¿puedes deducir alguna conclusión? 1. A dice “Al menos uno de nosotros es un villano” y B no dice nada. 2. A dice “Los dos somos caballeros” y B dice “A es un villano”. 3. Tanto A como B dicen “Yo soy un caballero”. 4. En Turquía se acostumbraba que los reos condenados a muerte eligieran la forma de
 morir, para ello deberían de decir una proposición. Si la proposición era verdadera lo decapitaban y si era falsa lo ahorcaban. El día del juicio un reo judío dijo la siguiente proposición: “Seré ahorcado” y continuó “Si me ahorcan van a quebrantar la ley puesto que lo que he dicho es verdad, por lo tanto deberían de decapitarme; pero si me decapitan, también van a quebrantar la ley puesto que lo que he dicho es falso”. ¿Qué hacen con el judío, lo decapitan, lo ahorcan, lo dejan libre?
 1.13. Tautologías y contradicciones Definición 1.8 Una proposición compuesta que es siempre verdadera, no importa los valores de verdad de las proposiciones simples que la componen, se llama tautología. Una proposición compuesta que es siempre falsa se llama contradicción. Finalmente, una proposición que no es ni una tautología ni una contradicción se llama contingencia.
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 Las tautologías y las contradicciones son importantes en el razonamiento lógico y matemático. En particular, algunas tautologías son las equivalencias lógicas (que estudiaremos a continuación) y que sirven para manipular las expresiones lógicas y otras son las implicaciones lógicas (que estudiaremos en el siguiente capítulo) y que pueden utilizarse como base de un razonamiento válido. El siguiente ejemplo ilustra estos dos tipos de proposiciones. Ejemplo 19. Se puede construir ejemplos de tautologías y contradicciones usando sólo una proposición simple. Considere las tablas de verdad de las dos proposiciones pp ¬∨ y
 pp ¬∧ mostradas a continuación
 p p¬ pp ¬∨ pp ¬∧
 V F V F F V V F
 Como pp ¬∨ es siempre verdadera, es una tautología. Como pp ¬∧ es siempre falsa, es una contradicción. Ejemplo 20. La proposición del ejemplo 14 a) es una tautología, mientras que la del ejemplo 14 b) es una contingencia. 1.14. Implicaciones y equivalencias lógicas Definición 1.9 Un condicional, qp → , que es una tautología, se llama una implicación
 lógica, y se denota por qp ⇒ , se dice también que p implica lógicamente a q. Un bicondicional, qp ↔ , que es una tautología, se llama una equivalencia lógica, y se denota por qp ⇔ o qp ≡ , se dice también que p y q son lógicamente equivalentes. El símbolo ≡ no es un conectivo lógico, sólo se usa para expresar que p y q son lógicamente equivalentes. Una forma de determinar si un condicional o un bicondicional son implicación lógica o equivalencia lógica, respectivamente, es construyendo su tabla de verdad. Para ambos casos, en la tabla de verdad, la columna que proporciona sus correspondientes valores de verdad debe estar compuesta únicamente por V. 1.15. Tablas de equivalencias lógicas importantes En la siguiente tabla se presentan algunas equivalencias de gran utilidad. En estas equivalencias, V denota cualquier proposición que siempre es verdadera y F denota cualquier proposición que siempre es falsa. Se muestran, también, algunas equivalencias útiles que involucran condicionales y bicondicionales en las dos tablas siguientes, respectivamente.
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 Equivalencias lógicas Vpp ≡¬∨ Ley del medio excluido
 Fpp ≡¬∧ Ley de contradicción
 pVp ≡∧ pFp ≡∨
 Leyes de identidad
 VVp ≡∨ FFp ≡∧
 Leyes de dominación
 ppp ≡∨ ppp ≡∧
 Leyes de idempotencia
 pp ≡¬¬ )( Ley de la doble negación pqqp ∨≡∨ pqqp ∧≡∧
 Leyes conmutativas
 rqprqp ∨∨≡∨∨ )()( rqprqp ∧∧≡∧∧ )()(
 Leyes asociativas
 )()()( rpqprqp ∨∧∨≡∧∨ )()()( rpqprqp ∧∨∧≡∨∧
 Leyes distributivas
 qpqp ¬∨¬≡∧¬ )( qpqp ¬∧¬≡∨¬ )(
 Leyes de De Morgan
 pqpp ≡∧∨ )( pqpp ≡∨∧ )(
 Leyes de absorción
 qqpqp ≡∧¬∨∧ )()( qqpqp ≡∨¬∧∨ )()(
 Equivalencias lógicas relacionadas con condicionales
 yp V V→ ≡ VpF ≡→
 yV p p→ ≡ p F p→ ≡ ¬ qpqp ∨¬≡→
 pqqp ¬→¬≡→ qpqp →¬≡∨
 )( qpqp ¬→¬≡∧
 qpqp ¬∧≡→¬ )(
 )()()( rqprpqp ∧→≡→∧→
 )()()( rqprpqp ∨→≡→∨→
 rqprqrp →∨≡→∧→ )()()(
 rqprqrp →∧≡→∨→ )()()(
 Equivalencias lógicas relacionadas con bicondicionales )()( pqqpqp →∧→≡↔
 qpqp ¬↔¬≡↔
 )()( qpqpqp ¬∧¬∨∧≡↔
 qpqp ¬↔≡↔¬ )(
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 La ley asociativa para la disyunción muestra que la expresión rqp ∨∨ está bien definida en el sentido de que no importa si tomamos primero la disyunción de p y q y luego la disyunción de qp ∨ con r, o si primero tomamos la disyunción de q y r y luego la disyunción de p y rq ∨ . De forma análoga, la ley asociativa para la conjunción muestra que la expresión rqp ∧∧ está bien definida. Generalizando este razonamiento, se sigue que nppp ∨∨∨ ...21 y nppp ∧∧∧ ...21 están
 bien definidas siempre que 1p , 2p ,…, np sean proposiciones. Además las leyes de De
 Morgan se generalizan a )...()...( 2121 nn pppppp ¬∧∧¬∧¬≡∨∨∨¬
 y )...()...( 2121 nn pppppp ¬∨∨¬∨¬≡∧∧∧¬ .
 (Para demostrar estas equivalencias se requiere de inducción matemática, método de demostración que se analizará en el capítulo 4, sección 4.5). Las equivalencias lógicas dadas en éstas tablas, se pueden utilizar para construir equivalencias lógicas adicionales. Ello se debe a que una proposición en una expresión se puede sustituir por otra que sea lógicamente equivalente sin alterar el valor de verdad de la expresión. Esta técnica se ilustra en la siguiente sección. Ejercicios 1. Utilice tablas de verdad para verificar las siguientes equivalencias: a) pVp ≡∧ b) pFp ≡∨ c) FFp ≡∧ d) VVp ≡∨ e) ppp ≡∨ f) ppp ≡∧ 2. Verifique, con tablas de verdad, la ley conmutativa y la ley asociativa, respectivamente: a) pqqp ∨≡∨ b) rqprqp ∧∧≡∧∧ )()( 3. Utilice una tabla de verdad para verificar la ley distributiva:
 )()()( rpqprqp ∧∨∧≡∨∧ 4. Verifique, con tablas de verdad, que los siguientes condicionales son tautologías: a) pqp →∧ )( b) )( qpp ∨→ c) )( qpp →→¬ d) )()( qpqp →→∧ e) pqp →→¬ )( f) qqp ¬→→¬ )( 5. Utilice tablas de verdad para verificar las leyes de absorción: a) pqpp ≡∧∨ )( b) pqpp ≡∨∧ )( 6. Utilice tablas de verdad para verificar las leyes: a) qqpqp ≡∧¬∨∧ )()( b) qqpqp ≡∨¬∧∨ )()(
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 1.16. Álgebra declarativa En el álgebra elemental se manipulan expresiones en las cuales las variables y las constantes representan números reales. En el álgebra declarativa se manipulan expresiones lógicas, es decir, expresiones donde las variables y las constantes son valores de verdad. Las expresiones lógicas se simplifican utilizando las equivalencias lógicas. Ejemplo 21. Simplificar la expresión qqp ¬∧∧ )( .
 dominación deley segunda laPor
 ióncontradicc deley laPor
 asociativaley segunda laPor )()( .
 F
 Fp
 qqpqqpSolución
 ≡
 ∧≡
 ¬∧∧≡¬∧∧
 Ejemplo 22. Demostrar que las proposiciones ))(( qpp ∧¬∨¬ y qp ¬∧¬ son lógicamente equivalentes. Solución. Podríamos utilizar una tabla de verdad para mostrar que estas expresiones son equivalentes. En vez de ello, estableceremos la equivalencia desarrollando una serie de equivalencias lógicas intermedias usando algunas de las dadas en las tablas anteriores, comenzando con ))(( qpp ∧¬∨¬ y finalizando con qp ¬∧¬ . Se tiene entonces:
 identidad deley segunda laPor
 disyunción la para aconmutativley laPor )(
 ióncontradicc deley laPor )(
 vadistributiley segunda laPor )()(
 negación doble deley laPor )(
 Morgan De deley primera laPor ))((
 Morgan De deley segunda laPor )())((
 qp
 Fqp
 qpF
 qppp
 qpp
 qpp
 qppqpp
 ¬∧¬≡
 ∨¬∧¬≡
 ¬∧¬∨≡
 ¬∧¬∨∧¬≡
 ¬∨∧¬≡
 ¬∨¬¬∧¬≡
 ∧¬¬∧¬≡∧¬∨¬
 En consecuencia, ))(( qpp ∧¬∨¬ y qp ¬∧¬ son lógicamente equivalentes. Ejemplo 23. Probar que )()( qpqp ∨→∧ es una tautología. Sin utilizar tablas de verdad. Solución. Para probar que esta proposición es una tautología, utilizaremos equivalencias lógicas para demostrar que ésta es lógicamente equivalente a V
 dominación deley primera laPor
 excluido medio delley laPor
 disyunción la para conm.y asoc. leyes lasPor )()(
 Morgan De deley primera laPor )()(
 del equiv.Por )()()()(
 V
 VV
 qqpp
 qpqp
 qpqpqpqp
 ≡
 ∨≡
 ∨¬∨∨¬≡
 ∨∨¬∨¬≡
 →∨∨∧¬≡∨→∧
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 Ejemplo 24. Demostrar la equivalencia )()( qpqpqp ¬∧¬∨∧≡↔ , dada en la tercera tabla de equivalencias. Utilice cualquiera de las equivalencias dadas en las tablas excepto esta misma.
 [ ] [ ][ ] [ ][ ] [ ]
 conj. la para conm.ley Por )()(
 disy. la para conm.ley Por )()(
 identidad deley 2ªPor )()(
 ióncontradicc deley laPor )()(
 distrib.ley 2ªPor )()()()(
 vadistributiley 2ªPor )()(
 del equiv.Por )()(
 del equiv.Por )()( .
 qpqp
 qppq
 pqqp
 pqFFqp
 pqppqqqp
 pqpqqp
 pqqp
 pqqpqpSolución
 ¬∧¬∨∧≡
 ¬∧¬∨∧≡
 ∧∨¬∧¬≡
 ∧∨∨∨¬∧¬≡
 ∧∨∧¬∨¬∧∨¬∧¬≡
 ∧∨¬∨¬∧∨¬≡
 →∨¬∧∨¬≡
 ↔→∧→≡↔
 Ejemplo 25. Demostrar la primera ley de absorción que es pqpp ≡∧∨ )( .
 identidad deley primera laPor
 dominación deley primera laPor
 vadistributiley 2ªPor )(
 identidad deley primera laPor )()()( .
 p
 Vp
 qVp
 qpVpqppSolución
 ≡
 ∧≡
 ∨∧≡
 ∧∨∧≡∧∨
 Ejemplo 26. Demostrar la equivalencia qqpqp ≡∧¬∨∧ )()( , dada al final de la primera tabla de equivalencias.
 identidad deley primera laPor
 excluido medio delley laPor
 vadistributiley 2ªPor )()()( .
 q
 qV
 qppqpqpSolución
 ≡
 ∧≡
 ∧¬∨≡∧¬∨∧
 Ejercicios 1. Demuestre, sin utilizar tablas de verdad, que cada uno los condicionales del ejercicio 4,
 sección anterior, es una tautología. 2. Demuestre, sin utilizar tablas de verdad, que cada una de las leyes de absorción del
 ejercicio 5, sección anterior, es una tautología.
 3. Demuestre, sin utilizar tablas de verdad, que cada una de las leyes del ejercicio 6, sección anterior, es una tautología.
 4. Determine si pqpq ¬→→∧¬ ))(( es o no una tautología. 5. Demuestre que rqp →→ )( y )( rqp →→ no son equivalentes.
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 6. Demuestre que qp ↔¬ y qp ¬↔ son lógicamente equivalentes.
 7. Demuestre que )( qp ↔¬ y qp ↔¬ son lógicamente equivalentes. 8. Demuestre que )()( rqrp →∧→ y rqp →∨ )( son lógicamente equivalentes. 9. Demuestre que )()( rqrp →∨→ y rqp →∧ )( son lógicamente equivalentes. 10. Demuestre que qp ↔ y )()( pqqp →∧→ son lógicamente equivalentes. 11. Demuestre que )()()( rqrpqp ∨→∨¬∧∨ es una tautología. 12. Demuestre que )()()( rprqqp →→→∧→ es una tautología. 13. Sean p y q dos proposiciones cualesquiera. Halle una expresión x (combinación de p y
 q) para que el siguiente condicional sea una tautología: )( qxp ∨→¬ 14. Encuentre para cada uno de los siguientes casos, una expresión x de tal forma que los
 siguientes bicondicionales sean tautologías: a) xpp ↔¬∨ b) xpp ↔¬∧ 15. Encuentre para cada uno de los siguientes casos, una expresión x de tal forma que los
 siguientes bicondicionales sean contradicciones: a) xpp ↔¬∨ b) xpp ↔¬∧ 16. Suponga que la expresión: )( qp ¬↔¬ es una contradicción. ¿Qué se puede decir
 acerca del valor de verdad de las siguientes proposiciones: a) qp → b) qp →¬ c) pq ¬→ d) pq →¬ e) pq ¬↔ f) qp ¬↔¬ 17. Suponga que la expresión: qp ¬↔ es una tautología. ¿Qué se puede decir acerca del
 valor de verdad de las siguientes proposiciones: a) qp → b) qp →¬ c) pq ¬→ d) pq →¬ e) pq ¬↔ f) qp ¬↔¬ 18. Simplifique las siguientes expresiones: a) )()( VqVp ∧∧∧ b) )()( pqVp ¬∧∧∧ c) )()( rqprqp ∧¬∧∨∧∧ d) )()( rqprqp ¬∨∨¬∧∨∨ 19. Simplifique las siguientes expresiones: a) qpqpqpqp ∧¬∧¬∨∧∧∨¬∨ )()( b) ))(()()( qrpqpqp ∧¬∨¬¬∨∨¬∧¬∨ c) qrqp ∨∧∨¬ ))((
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 20. Simplifique las siguiente expresión: ( ) ( )r q r p q r p∧ ¬ ∧ ∧ ¬ ∨ ∧ ∧ ¬
 21. Simplifique las siguientes expresiones: a) )))((( rqqp →∨→¬ b) ))))(((( psrqp →→→→¬ 1.17. Formas normales Es útil tener formas estándar para el manejo de expresiones porque éstas hacen más fácil la identificación y comparación entre ellas. Las formas estándar para las expresiones lógicas se llaman formas normales. Existen dos tipos; las formas normales disyuntivas y las formas normales conjuntivas. Definición 1.10 Se dice que una expresión lógica está en forma normal disyuntiva, que denotaremos por fnd, si está escrita como una disyunción de las conjunciones de las variables o sus negaciones. Ejemplo 27. a) Son formas normales disyuntivas: )()( qpqp ¬∧∨∧ , )( rqp ∧∨ ,
 V∨¬p , p, p¬ , V, y F. b) No son formas normales disyuntivas: rqp ∨∧¬ )( y ))(( rpqp ∧∨∨ . Definición 1.11 Se dice que una expresión lógica está en forma normal conjuntiva, que denotaremos por fnc, si está escrita como una conjunción de las disyunciones de las variables o sus negaciones. Ejemplo 28. a) Son formas normales conjuntivas: )()( qpqp ¬∨∧∨ , )( rqp ¬∨∧ ,
 V∧p , p, p¬ , V, y F. b) No son formas normales conjuntivas: rqp ∧∨¬ )( y ))(( rpqp ∧∨∧ Toda expresión lógica se puede transformar de manera equivalente a una fnd o a una fnc. Para ello se utilizan las equivalencias lógicas dadas anteriormente. Ejemplo 29. Transformar la proposición ))(( rqp ¬∧¬∨¬ a la fnd y a la fnc.
 fncen está ya ),()(
 fnden está ya ,)(
 ))((
 )(
 )()())(( .
 rqrp
 rqp
 rqp
 rqp
 rqprqpSolución
 ∨∧∨¬≡
 ∨∧¬≡
 ∨¬¬∧¬≡
 ∨¬∨¬≡
 ¬¬∨¬∨¬≡¬∧¬∨¬
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 Ejemplo 30. Simplificar la siguiente forma normal conjuntiva:
 )()()()( rqrpprqpqp ∨¬∧∨¬∨∧∨∧∧∨ . Solución.
 [ ] [ ][ ]rp
 rqrqp
 rqrqpqp
 rqrqpqp
 rqVrqpqp
 rqrVrqpqprqrpprqpqp
 ∧≡
 ∨¬∧∨∧≡
 ∨¬∧∨∧∧∨≡
 ∨¬∧∨∧∧∨≡
 ∨¬∧∧∨∧∧∨≡
 ∨¬∧∨∧∨∧∧∨≡∨¬∧∨¬∨∧∨∧∧∨
 )()(
 )()()(
 )()()(
 )()()(
 )()()()()()()()(
 1.18. Tablas de verdad y formas normales Hemos mostrado la forma de construir la tabla de verdad de una expresión lógica. Lo contrario también es posible; es decir, se puede transformar cualquier tabla de verdad dada, sin conocer la fórmula, en una forma normal disyuntiva (conjuntiva). Para convertir una función dada por su tabla de verdad en una expresión lógica se utilizan términos mínimos. Definición 1.12 Un término mínimo es una conjunción de variables o sus negaciones, en la cual cada variable se representa exactamente una vez. Ejemplo 31. Si una función lógica tiene variables p, q, y r, entonces a) rqp ∧∧ y rqp ¬∧∧¬ son términos mínimos. b) qp ¬∧ y rpqp ∧¬∧¬∧ no son términos mínimos. Un segundo método para obtener formas normales para una proposición, consiste en el análisis de su tabla de verdad. Con este método obtenemos inicialmente una fnd con términos mínimos, y luego utilizamos ésta para generar las otras formas normales. Este método es particularmente útil si no conocemos la fórmula si no solamente su tabla de verdad. Ejemplo 32. Consideremos la tabla de verdad, dada a continuación, correspondiente a la proposición )()( pqrp ↔∧→¬
 p q r p¬ rp →¬ pq ↔ )()( pqrp ↔∧→¬
 V V V F V V V
 V V F F V V V
 V F V F V F F
 V F F F V F F
 F V V V V F F
 F V F V F F F
 F F V V V V V
 F F F V F V F
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 Como el valor es “V” para la primera, la segunda y la séptima fila de esta tabla, la fnd con términos mínimos es la disyunción de las conjunciones elementales que representan esas filas, y está dada por: )()()( rqprqprqp ∧¬∧¬∨¬∧∧∨∧∧ . Mediante una transformación apropiada esto se reduce a la forma normal disyuntiva: )()( rqpqp ∧¬∧¬∨∧ . Consideremos ahora un ejemplo en el que la función lógica se conoce únicamente por su tabla de verdad. Ejemplo 33. Encontrar la forma normal disyuntiva de la función lógica, f (o ),,( rqpf ), dada por la siguiente tabla de verdad
 p q r f
 V V V F
 V V F F
 V F V V
 V F F F
 F V V V
 F V F V
 F F V F
 F F F V
 Solución. Para la fnd, como en el ejemplo anterior, obsérvese que el valor es “V” para la tercera, la quinta, la sexta y la octava fila de esta tabla, luego la fnd con términos mínimos equivalente a f es: )()()()( rqprqprqprqp ¬∧¬∧¬∨¬∧∧¬∨∧∧¬∨∧¬∧ . Mediante transformaciones apropiadas se pueden obtener diferentes expresiones equivalentes a la función lógica f , como por ejemplo: )())(( rqpqrpf ∧¬∧∨→∧¬≡ o bien )())(( qprpqf ∧¬∨↔∧¬≡ Un hecho importante, es el de que una vez que tenemos la forma normal disyuntiva con términos mínimos de una fórmula, es sencillo obtener la forma normal conjuntiva. Sea f una fórmula, entonces f¬ tiene el valor de verdad “V”, sólo donde f tiene el valor de verdad “F”. De donde la fnd para f¬ se obtiene de la tabla de verdad para f, de la misma forma que la fnd para f , excepto que son las filas con valores de verdad “F” las que se utilizan. Luego, de esta manera podemos obtener la fnc para f; es decir, hallando inicialmente la fnd para f¬ y mediante las leyes de De Morgan y la ley de doble negación obtenemos la fnc para f.
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 Ejemplo 34. Consideremos de nuevo la función lógica f del ejemplo anterior cuya fnd con términos mínimos ya conocemos. Entonces la fnd para f¬ es: )()()()( rqprqprqprqpf ∧¬∧¬∨¬∧¬∧∨¬∧∧∨∧∧≡¬ Por lo tanto, y utilizando las leyes de De Morgan y la ley de doble negación obtenemos:
 )()()()(
 ))()()()((
 rqprqprqprqp
 rqprqprqprqpf
 ¬∨∨∧∨∨¬∧∨¬∨¬∧¬∨¬∨¬≡
 ∧¬∧¬∨¬∧¬∧∨¬∧∧∨∧∧¬≡
 Que es la fnc equivalente a la función lógica f. Ejercicios 1. Halle la fnd y la fnc (simplifique), equivalente a cada una de las siguientes expresiones: a) )()( pqrp →∧→¬ b) rqp →↔ )( c) )()( qrqp →↔→ d) )()( rqpqp ∨→↔→ e) )))(()(( prqqp →∨→∧¬ f) ppp →→ )( 2. Halle la fnd y la fnc (y simplifique), equivalente a la siguiente expresión:
 )())(()( sqpsrpqp ∧∧∨∧∨∧∨ .
 3. Demuestre que la fnd )()()()( rqprqprqprqp ¬∧¬∧¬∨¬∧∧¬∨∧∧¬∨∧¬∧ es equivalente a la expresión )())(( rqpqrp ∧¬∧∨→∧¬ .
 4. Demuestre que la fnd )()()()( rqprqprqprqp ¬∧¬∧¬∨¬∧∧¬∨∧∧¬∨∧¬∧ es equivalente a la expresión )())(( qprpq ∧¬∨↔∧¬ .
 5. Demuestre que la fnd )()()( rqprqprqp ∧¬∧¬∨¬∧∧∨∧∧ es equivalente a la fnd )()( rqpqp ∧¬∧¬∨∧ .
 6. Encuentre la forma normal disyuntiva y la forma normal conjuntiva de cada una de las funciones lógicas, f y g, dadas en la siguiente tabla de verdad:
 p q r f g
 V V V F V
 V V F F F
 V F V V V
 V F F V F
 F V V V F
 F V F V V
 F F V F F
 F F F F V
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 1.19. Ejercicios y temas adicionales La proposición dual de una fórmula que contiene sólo los operadores lógicos ∨ , ∧ y ¬ es la proposición que se obtiene al sustituir cada ∨ por ∧ , cada ∧ por ∨ , cada V por F y cada F por V. La dual de la proposición s se denota por *s . 1. Halle la proposición dual de cada una de las siguientes proposiciones: a) rqp ∨¬∧ b) (p srq ¬∨∨∧ ) c) )()( VqFp ∨∧∨ d) qpqp ¬∨¬≡∧¬ )( e) pqpp ≡∧∨ )( f) qqpqp ≡∧¬∨∧ )()( 2. Demuestre que ss =**)( Un conjunto de conectivos lógicos se llama completo si cada una de las fórmulas es lógicamente equivalente a una fórmula que es función únicamente de estos conectivos lógicos. 3. Demuestre que ¬ , ∧ y ∨ forman un conjunto completo de conectivos lógicos. 4. Demuestre que los siguientes conjuntos de conectivos son completos: a) { } , ∨¬ b) { } , ∧¬ c) { } , →¬ Los problemas siguientes están relacionados con los operadores lógicos NAND y NOR. La proposición pNANDq es verdadera cuando p o q, o ambas, son falsas, y es falsa cuando tanto p como q son verdaderas. La proposición pNORq es verdadera cuando tanto p como q son falsas, y es falsa en cualquier otro caso. Las proposiciones pNANDq (que se lee en lenguaje usual como “no ambas p y q”) y pNORq (que se lee usualmente como “ni p ni
 q”) se denotan por qp y qp ↓ , respectivamente. Los operadores lógicos y ↓ se
 llaman, barra de Sheffer y flecha de Peirce por H. M. Sheffer y C. S. Peirce, respectivamente. 5. Construya la tabla de verdad para cada uno de los operadores lógicos NAND y NOR. 6. Demuestre que qp es lógicamente equivalente a )( qp ∧¬ .
 7. Demuestre que qp ↓ es lógicamente equivalente a )( qp ∨¬ . 8. En este ejercicio demostraremos que { } ↓ es un conjunto completo de conectivos
 lógicos. a) Demuestre que qp ↓ es lógicamente equivalente a p¬ .
 b) Demuestre que )()( qpqp ↓↓↓ es lógicamente equivalente a qp ∨ .
 c) Utilice las partes a) y b) y el ejercicio 4 parte a) para concluir que { } ↓ es un conjunto completo de conectivos lógicos.
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 9. Encuentre una proposición equivalente a qp → utilizando únicamente el operador
 lógico ↓ .
 10. Demuestre que { } es un conjunto completo de conectivos lógicos.
 11. Demuestre que qp y pq son equivalentes, es decir el operador lógico es
 conmutativo. 12. Demuestre que ) ( rqp y rqp ) ( no son equivalentes, por lo que el operador
 lógico no es asociativo.
 13. ¿Cuántas tablas de verdad diferentes de fórmulas que relacionen las proposiciones p y q
 existen?
 Se dice que una proposición es satisfacible si existe alguna asignación de valores de verdad para las variables, de dicha proposición, que la hacen verdadera. 14. ¿Cuáles de las siguientes proposiciones son satisfacibles?
 a) )()()()()( sqpsqpsrpsqprqp ¬∨∨∧¬∨¬∨¬∧¬∨¬∨∧¬∨¬∨∧¬∨∨
 b) ∧¬∨∨∧¬∨¬∨¬∧¬∨¬∨∧¬∨∨¬∧∨¬∨¬ )()()()()( rqpsrpsqpsqprqp
 )( srp ¬∨¬∨ c) ∧¬∨∨¬∧∨∨¬∧∨¬∨∧¬∨¬∨∧∨∨ )()()()()( sqpsrpsrqsqprqp
 )()()( srpsqprqp ¬∨¬∨¬∧∨¬∨¬∧¬∨¬∨
 La lógica difusa o borrosa se utiliza en inteligencia artificial. En lógica difusa, una proposición tiene un valor de verdad que es un número comprendido entre 0 y 1, ambos incluidos. Una proposición con un valor de verdad de 0 es falsa y con un valor de verdad de 1 es verdadera. Los valores entre 0 y 1 indican grados de verdad. Por ejemplo, el valor de verdad 0.8 se puede asignar a la proposición “Alfredo está feliz”, ya que Alfredo está feliz la mayor parte del tiempo, y el valor de verdad 0.4 se asignará a la proposición “Juan está feliz” cuando Juan esté feliz un poco menos de la mitad del tiempo. 15. El valor de verdad de la negación de una proposición en lógica difusa es 1 menos el
 valor de verdad de la proposición. ¿Cuáles son los valores de verdad de las afirmaciones “Alfredo no está feliz” y “Juan no está feliz”?
 16. El valor de verdad de la conjunción de dos proposiciones en lógica difusa es el mínimo
 de los valores de verdad de las dos proposiciones. ¿Cuál es el valor de verdad de las frases “Alfredo y Juan están felices” y “Ni Alfredo ni Juan están felices”?
 17. El valor de verdad de la disyunción de dos proposiciones en lógica difusa es el máximo
 de los valores de verdad de las dos proposiciones. ¿Cuál es el valor de verdad de las frases “Alfredo está feliz o Juan está feliz” y “Alfredo no está feliz o Juan no está feliz?
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 2. INFERENCIA LÓGICA 2.1. Introducción En el capítulo 1, hemos aprendido a dividir las proposiciones en sus partes lógicas y de este modo se ha llegado a conocer algo sobre la forma lógica de las proposiciones. En este capítulo, estudiaremos las implicaciones lógicas, conocidas, más comúnmente, como reglas
 de inferencia, y la forma como pueden utilizarse como base de un razonamiento válido. Hay, por supuesto, argumentos que no son válidos, llamados falacias que, también, los analizaremos más adelante. Las reglas de inferencia que rigen el uso de los términos de enlace son muy simples. Se pueden aprender estas reglas y su uso, como se aprenden las reglas de un juego. El juego se juega con proposiciones. Se empieza con conjuntos de proposiciones simbolizadas que se llaman premisas. El objetivo del juego es utilizar las reglas de inferencia de manera que conduzcan a otras proposiciones que se denominan conclusiones. El paso lógico de las premisas a la conclusión es una deducción. La conclusión que se obtiene se dice que es una consecuencia lógica de las premisas si cada paso que se da para llegar a la conclusión está permitido por una regla. La idea de inferencia se puede expresar como: “de premisas verdaderas se deducen sólo conclusiones que son verdaderas”. 2.2. Reglas de inferencia y demostraciones Veamos un ejemplo de inferencia antes de enunciar las leyes formalmente. Supongamos que se tienen dos premisas, la proposición qp → y la proposición p. Se sabe que estas premisas están dadas; es decir, se empieza diciendo que se ha dado p y que se ha dado
 qp → . ¿Se puede sacar alguna conclusión de estas dos proposiciones? Es decir, ¿se puede derivar otra proposición que haya de ser cierta si las premisas son ciertas? La conclusión es clara si se leen las premisas en la forma:
 Si p entonces q, y p.
 La primera proposición dice que si se verifica p, entonces se verifica q, y la segunda dice que se verifica p. La conclusión es que se verifica q. La proposición q es consecuencia lógica de las premisas, p y qp → . Las formas de deducción pueden presentarse de varias maneras. La conclusión se establece después de las premisas, y se expresa mediante palabras tales como “por lo tanto”, “como consecuencia”, “luego” y “en conclusión”. En las reglas que siguen, se enumeran todas las premisas, y se escriben una debajo de la otra, y se coloca una línea horizontal debajo de la última premisa, y debajo de esta línea está la conclusión precedida del símbolo ∴ que tiene alguno de los significados dados en el párrafo anterior.
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 La regla de inferencia comentada en el ejemplo anterior, que tiene un nombre proveniente del latín, se escribe de la siguiente forma: 1. Modus Ponendo Ponens (MPP).
 )2
 )1
 q
 qp
 p
 ∴
 →
 Esta regla de inferencia permite demostrar q a partir de p y qp → ; es decir, se puede pasar de las dos premisas a la conclusión, o decir que la conclusión es consecuencia lógica de las premisas o que siempre que las premisas sean ciertas, la conclusión también es cierta. Como el esquema de razonamiento es válido y si utilizamos el símbolo ⇒ para separar las premisas de la conclusión, entonces la regla anterior se puede escribir como la siguiente implicación lógica:
 qqpp ⇒→∧ )]([ Que se puede verificar fácilmente, que es una tautología, mediante una tabla de verdad. La regla de inferencia dice que si se tienen dos proposiciones de la forma p y qp → , se puede deducir la conclusión q. Recuérdese que la regla se aplica a la forma de las proposiciones; es decir, que siempre que se dé un condicional y se dé precisamente el antecedente de éste, se sigue lógicamente el consecuente. La misma regla se aplica tanto si el antecedente es una proposición simple como si es una proposición compuesta y tanto si el consecuente es una proposición simple como si es una proposición compuesta. El nombre en latín de modus ponendo ponens se puede explicar de la siguiente manera: Esta regla de inferencia es el método (modus), que afirma (ponens) el consecuente, afirmando (ponendo) el antecedente. Ejemplo 1. La regla de inferencia denotada por MPP se puede escribir, también, como:
 )( )2
 )1
 r
 rqp
 qp
 ∴
 →∧
 ∧
 o bien como:
 )( )2
 )()( )1
 sr
 qp
 srqp
 ¬∧∴
 ∨¬
 ¬∧→∨¬
 Ejemplo 2. Veamos ahora una inferencia de la misma forma, pero cuyo contenido se ha sacado del lenguaje corriente. La primera premisa es el condicional: “Si nieva hoy, entonces iremos a esquiar”. La segunda premisa es: “está nevando hoy”. ¿Qué conclusión se puede sacar de estas dos premisas? Solución. La conclusión es “iremos a esquiar”. Esta conclusión se puede inferir lógicamente de las premisas dadas.
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 Cuando se usa una regla de inferencia para pasar de un conjunto de proposiciones a otra proposición se demuestra que la última proposición es consecuencia lógica de las otras. Utilizando el modus ponendo ponens se demuestra s a partir de las premisas r y sr → . Se puede esquematizar la demostración de manera más clara escribiendo:
 MPP )3
 P 2)
 P )1
 s
 sr
 r
 →
 Cada línea de la demostración está numerada. Después de las proposiciones simbolizadas se indican cómo se obtiene cada proposición. Las líneas que son premisas se representan por P. Se parte de ellas y se deduce la línea 3) por el modus ponendo ponens, lo que se indica en la línea por la abreviatura MPP. Algunas veces no se puede ir directamente de las premisas a la conclusión en un solo paso. Pero esto no impide que se pueda llegar a la conclusión. Cada vez que se deduce una proposición por medio de una regla, entonces esta proposición se puede utilizar junto con las premisas para deducir otra proposición. Considérese un ejemplo en el que se tienen tres premisas:
 P )3
 P 2)
 P )1
 p
 rq
 qp
 →
 →
 Se quiere probar la proposición r. Para llegar a r, se necesitan dos pasos, cada uno permitido por el modus ponendo ponens, MPP. Estos dos pasos son las líneas 4) y 5) escritas a continuación:
 1) P
 2) P
 3) P
 4) MPP 1, 3
 5) MPP 2, 4
 p q
 q r
 p
 q
 r
 →
 →
 Obsérvese que cada línea está numerada, tanto si es una premisa como una línea deducida. Además, después de las abreviaturas correspondientes a las reglas empleadas para obtener las líneas deducidas, se ha indicado el número de las líneas a partir de las cuales se ha deducido esta línea. Ejemplo 3. Demostrar sr ∨ de las siguientes premisas:
 P )3
 P 2)
 P )1
 ut
 put
 srp
 ∨
 ¬→∨
 ∨→¬
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 4 1, MPP 5)
 3 2, MPP 4)
 P )3
 P 2)
 P )1 .
 sr
 p
 ut
 put
 srpSolución
 ∨
 ¬
 ∨
 ¬→∨
 ∨→¬
 Las reglas que siguen se presentan como la anterior y se da un ejemplo de aplicación, se pueden hacer comentarios similares a los dados en ésta primera regla. 2. Regla de Doble Negación (DN).
 )(
 p
 p
 ∴
 ¬¬ y
 )(
 p
 p
 ¬¬∴, como implicaciones lógicas: pp ⇒¬¬ )( y )( pp ¬¬⇒ .
 Recuérdese que )]([])([)( pppppp ¬¬⇒∧⇒¬¬≡⇔¬¬ . Ejemplo 4. Demostrar q a partir de las siguientes premisas:
 P )3
 P )( 2)
 P )1
 p
 qsr
 srp
 ¬¬→∧
 ∧→
 5 DN 6)
 4 2, MPP )( 5)
 3 1, MPP 4)
 P )3
 P )( 2)
 P )1 .
 q
 q
 sr
 p
 qsr
 srpSolución
 ¬¬
 ∧
 ¬¬→∧
 ∧→
 3. Modus Tollendo Tollens (MTT).
 )2
 )1
 p
 q
 qp
 ¬∴
 ¬
 →
 , como implicación lógica: pqqp ¬⇒¬∧→ ])[( .
 Esta regla que tiene nombre en latín modus tollendo tollens se aplica a los condicionales; negando (tollendo) el consecuente, se puede negar (tollens) el antecedente del condicional. Ejemplo 5. Demostrar r a partir de las siguientes premisas:
 P )3
 P 2)
 P )1
 rp
 q
 qp
 →¬
 ¬
 →
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 4 3, MPP 5)
 2 1, MTT 4)
 P )3
 P 2)
 P )1 .
 r
 p
 rp
 q
 qpSolución
 ¬
 →¬
 ¬
 →
 4. a) Ley de Adjunción (A).
 qp
 q
 p
 ∧∴
 )2
 )1
 , como implicación lógica: ).()]()[( qpqp ∧⇒∧
 b) Ley de Simplificación (S).
 q
 p
 qp
 ∴
 ∧, como implicación lógica: pqp ⇒∧ )( ó qqp ⇒∧ )( .
 El orden de las premisas (o la conclusión) es indiferente. La conjunción es conmutativa. Ejemplo 6. Demostrar qp ∧ de:
 P )3
 P 2)
 P )1
 qr
 r
 pr
 →
 →
 . 1) P
 2) P
 3) P
 4) MPP 1, 2
 Solución r p
 r
 r q
 p
 →
 →
 5) MPP 2, 3
 6) A 4, 5
 q
 p q∧
 Ejemplo 7. Demostrar s¬ de:
 P s 2)
 P )1
 r
 tr
 →
 ∧¬
 . 1) P
 2) s P
 3) S 1
 4) s MTT 2, 3
 Solución r t
 r
 r
 ¬ ∧
 →
 ¬
 ¬
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 5. Modus Tollendo Ponens (MTP).
 )2
 )1
 p
 q
 qp
 ∴
 ¬
 ∨
 , como implicación lógica: pqqp ⇒¬∧∨ ])[( .
 Una vez más, el nombre en latín dice algo acerca de la regla. Dice que negando (tollendo) un miembro de la disyunción se afirma (ponens) el otro miembro. Ejemplo 8. Demostrar q de:
 P )3
 P 2)
 P )1
 r
 rp
 qp
 ¬
 →¬
 ∨¬
 . 1) P
 2) P
 3) P
 4) ( ) MTT 2, 3
 Solución p q
 p r
 r
 p
 ¬ ∨
 ¬ →
 ¬
 ¬ ¬
 5) DN 4
 6) MTP 1, 5
 p
 q
 6. Ley de Adición (LA).
 qp
 p
 ∨∴
 , como implicación lógica: qpp ∨⇒ .
 Ejemplo 9. Demostrar rq ∨ de:
 P 2)
 P )1
 s
 qps ∧→
 4LA 5)
 3 S 4)
 2 1, MPP 3)
 P 2)
 P )1 .
 rq
 q
 qp
 s
 qpsSolución
 ∨
 ∧
 ∧→
 7. Ley del Silogismo Hipotético (SH).
 rp
 rq
 qp
 →∴
 →
 →
 )2
 )1
 , como implicación lógica: )()]()[( rprqqp →⇒→∧→ .

Page 40
                        

Introducción a la Lógica y Métodos de Demostración
 35
 La conclusión es en este caso un condicional. Ambas premisas son condicionales. Esta ley también es bastante conocida como la ley transitiva. Ejemplo 10. Demostrar q de:
 1) P
 2) P
 3) P
 4) P
 r s
 s p q
 r t
 t
 ¬ →
 → ∧
 →
 ¬
 7 S 8)
 6 5, MPP 7)
 4 3, MTT 6)
 2 1, SH 5)
 P 4)
 P )3
 P 2)
 P )1 .
 q
 qp
 r
 qpr
 t
 tr
 qps
 srSolución
 ∧
 ¬
 ∧→¬
 ¬
 →
 ∧→
 →¬
 8. Ley del Silogismo Disyuntivo (SD).
 )3
 )2
 )1
 sr
 sq
 rp
 qp
 ∨∴
 →
 →
 ∨
 , como implicación lógica: )()]()()[( srsqrpqp ∨⇒→∧→∧∨ .
 De nuevo la conclusión se puede considerar que es un condicional ya que srsr →¬≡∨ . Ejemplo 11. Demostrar pt ¬∧¬ de:
 P 4)
 P )3
 P 2)
 P )1
 p
 ps
 tr
 rs
 ¬
 →¬
 ¬→¬
 ¬∨¬
 4,6A 7)
 4,5 MTP 6)
 3 2, 1, SD 5)
 P 4)
 P 3)
 P 2)
 P 1) .
 pt
 t
 pt
 p
 ps
 tr
 rsSolución
 ¬∧¬
 ¬
 ∨¬
 ¬
 →¬
 ¬→¬
 ¬∨¬

Page 41
                        

Introducción a la Lógica y Métodos de Demostración
 36
 Se debe tener cuidado al aplicar la ley anterior. Primero hay que verificar que se tienen los dos condicionales y que los antecedentes de los condicionales son precisamente los dos miembros de la disyunción dada. 9. Ley del Simplificación Disyuntiva (PD).
 p
 pp
 ∴
 ∨, como implicación lógica: ppp ⇒∨ )( .
 Ejemplo 12. Demostrar r de:
 P )3
 P 2)
 P )1
 rq
 rp
 qp
 →
 →
 ∨
 4 PD 5)
 3 2, 1, SD 4)
 P )3
 P 2)
 P )1 .
 r
 rr
 rq
 rp
 qpSolución
 ∨
 →
 →
 ∨
 El ejemplo anterior es una aplicación importante de la ley de simplificación disyuntiva para una forma especial del silogismo disyuntivo. 10. Leyes Conmutativas (LC).
 pq
 qp
 ∧∴
 ∧
 y
 pq
 qp
 ∨∴
 ∨
 ,
 Estas reglas, posiblemente parecerán muy triviales; sin embargo se han de enunciar, pues no se puede dar ningún paso como conocido, si no se tiene una regla explícita que lo permita. Estas leyes corresponden a las equivalencias lógicas dadas en el capítulo anterior que son: pqqp ∧⇔∧ y pqqp ∨⇔∨ . 11. Leyes de DE Morgan (LD).
 qp
 qp
 ¬∨¬∴
 ∧¬
 )( y
 )(
 qp
 qp
 ∧¬∴
 ¬∨¬,
 qp
 qp
 ¬∧¬∴
 ∨¬
 )( y
 )(
 qp
 qp
 ∨¬∴
 ¬∧¬.
 Estas leyes también corresponden a las dos equivalencias lógicas dadas en el capítulo anterior, conocidas con el mismo nombre.
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 Ejemplo 13. Demostrar ts ∧ de:
 1) ( ) P
 2) P
 3) P
 4) ( ) ( ) P
 p r
 q p
 r s
 q s t s
 ¬ ∨ ¬
 ∨
 →
 ∧ → ∧
 . 1) ( ) P
 2) P
 3) P
 4) ( ) ( ) P
 Solución p r
 q p
 r s
 q s t s
 ¬ ∨ ¬
 ∨
 →
 ∧ → ∧
 5) ( ) LD 1
 6) DN 5
 7) S 6
 8)
 p r
 p r
 r
 s
 ¬ ∧ ¬ ¬
 ¬ ∧
 MPP 3, 7
 9) S 6
 10) MTP 2, 9
 11) A 8, 10
 p
 q
 q s
 ¬
 ∧
 12) MPP 4, 11
 13) LC 12
 t s
 s t
 ∧
 ∧
 12. Ley de Proposiciones Bicondicionales (PB).
 pq
 qp
 qp
 →
 →∴
 ↔
 , como implicación lógica: )()()( pqqpqp →∧→⇒↔ .
 qp
 pq
 qp
 ↔∴
 →
 →
 )2
 )1
 , como implicación lógica: )()()( qppqqp ↔⇒→∧→ .
 Ejemplo 14. Demostrar r de:
 P 2)
 P )( )1
 p
 rqp ∧↔
 . 1) ( ) P
 2) P
 3) ( ) PB 1
 4) MPP 2,
 Solución p q r
 p
 p q r
 q r
 ↔ ∧
 → ∧
 ∧ 3
 5) S 4r
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 La regla 12 es de nuevo una equivalencia ya dada, escrita como dos reglas de inferencia. En general, las equivalencias dadas en el capítulo anterior se pueden reescribir como reglas de inferencia, de la misma manera como se hizo con las últimas cuatro leyes. Para finalizar esta sección vamos a desarrollar dos ejemplos más sacados del lenguaje natural y donde aplicaremos algunas de las reglas de inferencia dadas. Ejemplo 15. Demostrar que las hipótesis “Esta tarde no hace sol y hace más frío que ayer”, “Iremos a nadar sólo si hace sol”, “Si no vamos a nadar, daremos un paseo en canoa” y “Si damos un paseo en canoa, estaremos en casa para la puesta del sol” conducen a la conclusión “estaremos en casa para la puesta del sol”. Solución. Sea p la proposición “Esta tarde hace sol”, q la proposición “Hace más frío que ayer”, r la proposición “Iremos a nadar”, s la proposición “daremos un paseo en canoa” y t la proposición “estaremos en casa para la puesta del sol”. Entonces, las hipótesis se pueden expresar como qp ∧¬ , pr → , sr →¬ y ts → . La conclusión es simplemente t. (En el caso de la segunda hipótesis, se recuerda que una de las formas de expresar pr → es “r sólo si p”, de lo visto en el capítulo 1). A continuación haremos la deducción de la conclusión deseada a partir de las hipótesis como premisas:
 7 4, MPP 8)
 6 3, MPP 7)
 5 2, MTT 6)
 1 S 5)
 P 4)
 P 3)
 P 2)
 P )1
 t
 s
 r
 p
 ts
 sr
 pr
 qp
 ¬
 ¬
 →
 →¬
 →
 ∧¬
 Ejemplo 16. Mostrar que las hipótesis “Si me mandas un mensaje por correo electrónico, entonces acabaré de escribir el programa”, “Si no me mandas un mensaje por correo electrónico, me iré a la cama temprano” y “Si me voy a la cama temprano, me levantaré descansado” llevan a la conclusión “Si no acabo de escribir el programa, me levantaré descansado”. Solución. Sea p la proposición “me mandas un mensaje por correo electrónico”, q la proposición “Terminaré de escribir el programa”, r la proposición “Me iré a la cama temprano”, y s la proposición “Me levantaré mañana descansado”. Entonces, las hipótesis se pueden expresar como qp → , rp →¬ , y sr → . La conclusión es sq →¬ . A continuación se hace la deducción de la conclusión a partir de las hipótesis como premisas:
 P 3)
 P 2)
 P 1)
 sr
 rp
 qp
 →
 →¬
 →
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 3 5, SH 6)
 2 4, SH 5)
 1 de íprocaContrarrec 4)
 sq
 rq
 pq
 →¬
 →¬
 ¬→¬
 2.3. Resumen Se ha visto que uno de los objetivos importantes de la lógica es la inferencia o deducción de conclusiones de un conjunto de premisas dado. Hasta aquí, en nuestro estudio de las implicaciones lógicas se han analizado alrededor de quince reglas de inferencia, las suficientes para poder hacer demostraciones largas y bastante complicadas. Las reglas de la lógica no son, evidentemente, reglas elegidas al azar. Son de tal forma que sólo permiten hacer inferencias válidas. Una inferencia válida es la que es consecuencia lógica de las premisas. Esto significa que si las premisas son ciertas, la conclusión que se sigue también ha de ser cierta. Para seguir en el estudio de la lógica es esencial estar muy familiarizado no sólo con la idea misma de inferencia válida, sino también con cada regla particular de inferencia que permite realizar un paso lógico. Si no se conocen bien estas reglas no se es capaz de planear una estrategia que ayudará a alcanzar la conclusión deseada. Ejercicios 1. Demuestre p¬ de las siguientes premisas:
 P 4)
 P s )3
 P 2)
 P )1
 pq
 q
 r
 sr
 ¬→
 →¬
 ¬→
 2. Demuestre q de las siguientes premisas:
 P 5)
 P 4)
 P )3
 P 3)
 P 2)
 P )1
 qu
 ut
 ts
 p
 sr
 rp
 →
 →¬
 ¬→
 ¬
 →
 →¬
 3. Demuestre sr ∨ de:
 P 2)
 P )1
 tqp
 qp
 ¬→∨
 ∨
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 P 4)
 P t )3
 srvu
 vu
 ∨→¬∧
 ¬∧→¬
 4. Demuestre s¬ de:
 P 4)
 P s )3
 P 2)
 P )1
 p
 r
 rq
 qp
 ¬→
 →
 →
 5. Demuestre p¬ de:
 P 4)
 P )3
 P 2)
 P )1
 s
 sr
 rq
 qp
 ¬
 →
 →
 →
 6. Demuestre u de:
 P 4)
 P s )3
 P 2)
 P )1
 upq
 q
 ts
 tp
 →∨
 ∨
 →
 ¬∧
 7. Demuestre sq ∧ de:
 P 3)
 P 2)
 P )1
 r
 sq
 rq
 →
 ¬∨
 8. Demuestre qs ∧¬ de:
 P )(s )3
 P )( 2)
 P )1
 rt
 rt
 qs
 ∧→
 ∧¬
 →¬
 9. Demuestre rp ∧ de:
 P 2)
 P )1
 qr
 qp
 →¬
 ¬∧
 10. Demuestre s de:
 P )( 4)
 P )3
 P 2)
 P )1
 stp
 r
 rq
 qp
 ∧∨
 ¬→
 →
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 11. Demuestre r de:
 P ) ( )3
 P 2)
 P )1
 qsr
 s
 sq
 →∧¬
 ¬
 ∨¬
 12. Demuestre p de:
 P )3
 P )( 2)
 P )1
 q
 t
 qpt
 ¬
 ¬¬
 ∨→
 13. Demuestre p de:
 P )3
 P 2)
 P )1
 rq
 qp
 r
 →
 →¬
 ¬
 14. Demuestre t de:
 P 4)
 P )3
 P 2)
 P )1
 tr
 sp
 s
 rp
 →¬
 →
 ¬
 ¬∨
 15. Demuestre q de:
 P )3
 P 2)
 P )1
 t
 ts
 sq
 ¬
 →
 ∨
 16. Demuestre q¬ de:
 P )3
 P )( 2)
 P )1
 r
 rpq
 p
 ¬→∧
 17. Demuestre t de:
 P 4)
 P )3
 P 2)
 P )1
 tr
 sq
 rp
 qp
 ∨¬
 ∧¬
 →¬
 →
 18. ¿Qué reglas de inferencia se utilizan en las siguientes deducciones?
 a) Alicia estudia matemáticas. Por tanto, Alicia estudia o bien matemáticas o bien ingeniería.
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 b) Henry estudia matemáticas e ingeniería. Por tanto, Henry estudia matemáticas. c) Si llueve, se cierra la piscina. Llueve; por tanto, está cerrada. d) Si nieva hoy, se cerrará la universidad. La universidad no está cerrada hoy. Por
 tanto, no nieva hoy. e) Si voy a nadar, entonces estaré al sol demasiado tiempo. Si estoy al sol demasiado
 tiempo, me quemaré. Por tanto, si voy a nadar me quemaré. 19. Para cada uno de los siguientes conjuntos de premisas, ¿qué conclusión o conclusiones
 de pueden deducir? Indique las reglas de inferencia utilizadas para obtener la conclusión. a) “Si me tomo el día libre, bien llueve o bien nieva”. “Me tomé el martes o el jueves
 libre”. “Hizo sol el martes”. No nevó el jueves”. b) “Si ceno comidas picantes, entonces tengo sueños extraños”. “Tengo sueños
 extraños si truena por la noche”. “No he tenido sueños extraños”. c) “Soy bien inteligente o bien afortunado”. “No soy afortunado”. “Si soy afortunado,
 me ganaré la lotería”. d) “Lo que es bueno para las empresas, lo es para tu país”. Lo que es bueno para tu
 país es bueno para ti”. “Lo que es bueno para las empresas es que consumas compulsivamente”.
 e) “Estoy soñando o estoy alucinando”. “No estoy soñando”. “Si estoy alucinando, veo elefantes corriendo por la carretera”.
 20. Utilice las reglas de inferencia para mostrar que las hipótesis “Tomás trabaja duro”, “Si
 Tomás trabaja duro, será un joven juicioso”, “Si Tomás es un joven juicioso, no conseguirá el trabajo” implican la conclusión “Tomás no conseguirá el trabajo”.
 En cada uno de los ejercicios del 21 al 25, demuestre que la conclusión es consecuencia lógica de las premisas dadas. 21. Si el reloj está adelantado, entonces Juan llegó antes de la diez y vio partir el coche de
 Andrés. Si Andrés dice la verdad, entonces Juan no vio partir el coche de Andrés. O Andrés dice la verdad o estaba en el edificio en el momento del crimen. El reloj está adelantado. Por lo tanto, Andrés estaba en el edificio en el momento del crimen.
 22. Si se suben los precios o los salarios, habrá inflación. Si hay inflación, entonces el
 congreso debe regularla, o el pueblo sufrirá. Si el pueblo sufre, los congresistas se harán impopulares. El congreso no regulará la inflación y los congresistas no se volverán impopulares. En consecuencia, no subirán los salarios.
 23. O la lógica es difícil o no les gusta a muchos estudiantes. Si las matemáticas son fáciles,
 entonces la lógica no es difícil. En consecuencia, si a muchos estudiantes les gusta la lógica, las matemáticas no son fáciles.
 24. O Juan y Enrique son de la misma edad, o Juan es de más edad que Enrique. Si Juan y
 Enrique son de la misma edad, entonces Elizabeth y Juan no son de la misma edad. Si Juan es de más edad que Enrique, entonces Juan es de más edad que María. Por lo tanto, o Elizabeth y Juan no son de la misma edad o Juan es de más edad que maría.
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 25. Si A ganó la carrera, entonces o B fue el segundo o C fue el segundo. Si B fue el segundo, entonces A no gano la carrera. Si D fue el segundo, entonces C no fue el segundo. A gano la carrera. En consecuencia, D no fue el segundo.
 2.4. Teorema de la deducción Una regla de deducción muy útil es la prueba condicional, conocida también como el teorema de la deducción, La idea general de esta regla es que podemos introducir una premisa r, por decirlo así, condicionalmente, y usarla en conjunción con las premisas originales, para deducir una conclusión s y a continuación afirmar que el condicional
 sr → se sigue de las premisas originales únicamente. Introducir un nuevo supuesto o premisa cada vez que lo deseemos puede parecer absurdo, pues se supondría que si se dispusiera de suficientes premisas, se podría probar absolutamente cualquier cosa. La médula de la cuestión está en que si podemos inferir válidamente s de las premisas 1p , 2p , …, np y r, entonces podemos inferir sr → de 1p ,
 2p , …, np . Pues supongamos que la primera inferencia fuera válida y la segunda no válida
 en algún caso particular. Entonces sr → tendría que ser falsa; pero podría suceder sólo si r fuera verdadera y s falsa. Sin embargo, si este fuera el caso, s sería falsa, las premisas 1p ,
 2p , …, np , r verdaderas y la primera inferencia también sería no válida. Podemos, en
 consecuencia, aceptar: Teorema de la deducción (TD). Si podemos deducir s de r y de un conjunto de premisas,
 entonces podemos deducir sr → del conjunto de premisas únicamente.
 Veamos ahora con un par de ejemplos cómo funciona el teorema de la deducción. Ejemplo 17. Demostrar sr → de las premisas:
 P 3)
 P 2)
 P )( 1)
 q
 pr
 sqp
 ∨¬
 →→
 7 4, TD 8)
 6 3, MPP 7)
 5 1, MPP 6)
 4 2, MTP 5)
 supuesto 4)
 P 3)
 P 2)
 P )( 1) .
 sr
 s
 sq
 p
 r
 q
 pr
 sqpSolución
 →
 →
 ∨¬
 →→
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 Ejemplo 18. Demostrar el Silogismo Hipotético, es decir, demostrar rp → de:
 P )2
 P )1
 rq
 qp
 →
 →
 5 3, TD 6)
 4 2, MPP 5)
 3 1, MPP 4)
 supuesto 3)
 P )2
 P )1 .
 rp
 r
 q
 p
 rq
 qpSolución
 →
 →
 →
 Ejercicios Utilizando, únicamente, el teorema de la deducción, realice cada uno de los ejercicios del 1 al 4. 1. Demuestre qt → a partir de las siguientes premisas:
 P )3
 P 2)
 P )( )1
 s
 rt
 qsr
 ∨¬
 →→
 2. Demuestre rp → de:
 P )( )3
 P )( 2)
 P )1
 rsq
 sqp
 qp
 →→
 →→
 →
 3. Demuestre ts → de:
 P )( )3
 P 2)
 P )( )1
 rts
 p
 rqp
 ∨∨¬
 ¬
 ∨¬→¬
 4. Demuestre sp ¬→ de:
 P )3
 P 2)
 P )( )1
 rs
 pq
 rqp
 ¬→
 ¬→
 ∨→
 5. Muestra que las hipótesis “Si vamos a Europa entonces recorremos Escandinavia”, “Si
 vamos a Europa entonces, si recorremos Escandinavia entonces visitamos Noruega” y “Si recorremos Escandinavia entonces, si visitamos Noruega, haremos un viaje a los fiordos” llevan a la conclusión “Si vamos a Europa, haremos un viaje a los fiordos”.
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 Resuelva el siguiente ejercicio utilizando el teorema de la deducción. 6. O la lógica es difícil o no les gusta a muchos estudiantes. Si las matemáticas son fáciles,
 entonces la lógica no es difícil. En consecuencia, si a muchos estudiantes les gusta la lógica, las matemáticas no son fáciles.
 2.5. Consistencia de premisas Algunas veces no estamos interesados en deducir una conclusión particular de un conjunto de premisas, sino en decidir si las premisas son consistentes o son inconsistentes. La noción intuitiva de inconsistencia es que un conjunto de premisas es inconsistente si no pueden ser ciertas todas al mismo tiempo. En muchos casos no es fácil decidir si un conjunto de premisas es inconsistente, simplemente “observándolas” y, en consecuencia, es necesario tener una técnica para analizar la inconsistencia. Para comenzar, se dice que dos proposiciones son contradictorias si una es negación de la otra; una contradicción es una conjunción de dos proposiciones contradictorias, esto es, es una conjunción de la forma pp ¬∧ . Ahora bien, es fácil ver que un conjunto de premisas es inconsistente si puede deducirse lógicamente de él una contradicción. Nuestra técnica para analizar si un conjunto de premisas es inconsistente consiste, pues, en deducir una contradicción. El procedimiento de deducir una contradicción se efectúa de la misma forma que el de deducir una conclusión dada, con la diferencia de que al deducir una conclusión, ésta (la conclusión), es fijada de antemano, mientras que al deducir una contradicción, es cualquier contradicción sin importar de que contradicción se trate. En los siguientes ejemplos se utilizan las reglas de inferencia para demostrar que un conjunto de premisas dado es inconsistente. Ejemplo 19. Demostrar que el siguiente conjunto de premisas es inconsistente:
 P 3)
 P )2
 P )( 1)
 rq
 rp
 pq
 →
 ¬∨
 ∨¬¬
 5 3, MPP 7)
 4 S 6)
 4 S 5)
 1 LD 4)
 P 3)
 P )2
 P )( 1) .
 r
 p
 q
 pq
 rq
 rp
 pqSolución
 ¬
 ¬∧
 →
 ¬∨
 ∨¬¬
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 8 7,A 9)
 6 2, MTP 8)
 rr
 r
 ¬∧
 ¬
 Puesto que se ha deducido una contradicción, indicada en el renglón 9 como rr ¬∧ , podemos concluir que el conjunto de premisas dado es inconsistente. Ejemplo 20. Demostrar que el siguiente conjunto de premisas es inconsistente:
 P 4)
 P 3)
 P )2
 P 1)
 sp
 rs
 rq
 qp
 ∧
 ¬→
 →
 →
 6 5, MPP 8)
 4 S 7)
 4 S 6)
 2 1, SH 5)
 P 4)
 P 3)
 P )2
 P 1) .
 r
 s
 p
 rp
 sp
 rs
 rq
 qpSolución
 →
 ∧
 ¬→
 →
 →
 9 7,A 10)
 8 3, MTT 9)
 ss
 s
 ¬∧
 ¬
 Puesto que, nuevamente, se ha deducido una contradicción, indicada en el renglón 10 como
 ss ¬∧ (recuérdese que no importa de qué tipo de contradicción se trate), concluimos que el conjunto de premisas dado inicialmente es inconsistente. Ahora, supongamos que tenemos un conjunto de premisas del cual no se sabe si es consistente o inconsistente, si se intenta deducir una contradicción y no se logra, no es una razón suficiente ni mucho menos una demostración de que el conjunto de premisas es consistente. La pregunta natural que surge es ¿cómo probar que un conjunto de premisas es consistente? Para responder a esta pregunta recordemos que inconsistencia de premisas quiere indicar que estas no pueden ser simultáneamente ciertas. Por lo tanto, para probar la consistencia de un conjunto de premisas es suficiente con mostrar la existencia de una asignación de valores de verdad en la que todas las premisas sean ciertas. Ejemplo 21. Demostrar que el siguiente conjunto de premisas es consistente:
 P 3)
 P )2
 P 1)
 rq
 rp
 qp
 ¬→
 →
 ¬∧
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 Solución. Si realizamos la deducción de la manera usual observamos que no llegamos a una contradicción. Pero como lo habíamos afirmado, esto no es una demostración de que las premisas sean consistentes; para demostrar la consistencia hay que hacer una asignación de valores de verdad en la que todas las premisas resulten verdaderas. Si asignamos a p el valor de verdad V, a q el valor de verdad F y a r el valor de verdad F, se tiene que todas las premisas resultan verdaderas, esto es suficiente para afirmar que el conjunto de premisas es consistente. Ejemplo 22. Juan apodado el “inteligente” es un estudiante de primer semestre de ingeniería de sistemas de la Universidad Javeriana. Estando con sus compañeros de semestre en la cafetería hizo el siguiente comentario: “Programar es fácil y Cobol no es un buen lenguaje de programación. Si programar es fácil, entonces Assembler es un lenguaje de bajo nivel. Si Cobol es un buen lenguaje de programación, entonces Assembler no es un lenguaje de bajo nivel”. A lo que respondió Francisco (uno de sus compañeros), tus afirmaciones son contradictorias. ¿Tiene razón en su comentario Francisco? Solución. Simbolizando las proposiciones. Sean, p: “Programar es fácil”. q: “Cobol no es un buen lenguaje de programación” y r: “Assembler es un lenguaje de bajo nivel”. Las premisas quedan, entonces de la forma:
 P 3)
 P )2
 P 1)
 rq
 rp
 qp
 ¬→
 →
 ¬∧
 Obsérvese, que son las mismas premisas del ejemplo 21. Como allí, se demostró que las premisas son consistentes, podemos concluir entonces que: Francisco no tiene la razón. Ejercicios En los ejercicios del 1 al 3, demuestre que cada conjunto de premisas es consistente.
 1.
 trs
 ts
 rtsr
 ↔¬∧
 →
 ∨∧↔¬
 )( )3
 2)
 )()( )1
 2.
 ut
 rq
 ut
 tr
 rqp
 →
 ↔
 ∧¬
 ↔
 ∨¬∧
 )5
 )4
 )3
 )2
 )( )1

Page 53
                        

Introducción a la Lógica y Métodos de Demostración
 48
 3.
 ut
 ts
 rq
 qp
 ↔¬
 ¬∨¬
 →
 ∧
 )4
 )3
 )2
 )1
 En los ejercicios del 4 al 7, demuestre que cada conjunto de premisas es inconsistente.
 4. qp
 qp
 ¬∧
 →
 )2
 )1
 5.
 pr
 rq
 qp
 ∨
 ∨¬
 ∨¬
 )3
 )( )2
 )1
 6.
 )()( )3
 )2
 )1
 sqqr
 sq
 qr
 ∨↔∧¬
 ¬∧¬
 ¬→
 7. )()( )2
 )()( )1
 rsqr
 rsrq
 ¬→↔¬∨¬
 ∧¬∧∧
 En los ejercicios del 8 al 10, demuestre o refute la consistencia de las deducciones que se hacen: 8. Si el día tiene 24 horas o la hora tiene 60 segundos, entonces el año tiene 365días y
 algunos meses tienen 30 días. Si la hora no tiene 60 segundos, entonces el año tiene 365 días o el día tiene 24 horas. Si el año tiene 365 días, entonces algunos meses tienen 30 días. El año no tiene 365 días.
 9. El Banco de la República fue estafado y el Chase Manhatan no está implicado. Si el
 número de estafados fue cuatro, entonces el Chase Manhatan está implicado. O el número de estafados fue cuatro o un empleado del Banco de la República es cómplice.
 10. Si Juan trabaja en el computador, entonces Pedro va al cine, y si Martha escucha
 música, entonces Jairo juega futbol. Juan no trabaja en el computador o Pedro va al cine, si y sólo si, Martha no escucha música y Jairo no juega futbol.
 2.6. Pruebas indirectas Podemos utilizar el teorema de la deducción y la noción de conjunto inconsistente de premisas, para introducir el importante método de prueba indirecta (llamado también
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 prueba por contradicción y prueba por reducción al absurdo). La técnica de esta prueba se desarrolla como sigue: (1) Introdúzcase como una nueva premisa la negación de la conclusión deseada. (2) Partiendo de esta premisa, juntamente con las premisas dadas, dedúzcase una
 contradicción. (3) Afírmese la conclusión deseada como inferencia lógica de las premisas. Podemos demostrar esquemáticamente cómo estos tres pasos caen dentro del patrón de una deducción formal. Sea ℘ la conjunción de las premisas y C la conclusión deseada.
 1n absurdo delLey 2)n
 n 2, TD )( 1)n
 inferencia de reglasPor n)
 ... ...
 supuesto 2)
 P )1
 ++
 ¬∧→¬+
 ¬∧
 ¬
 ℘
 C
 ssC
 ss
 C
 Para ilustrar este esquema, y para dar dos ejemplos particulares de prueba indirecta, consideremos los siguientes casos. Ejemplo 23. Demostrar p¬ de las siguientes premisas:
 P )( 3)
 P 2)
 P )1
 rp
 qr
 qp
 ∧¬
 ¬∨
 →
 7 4, MTP 8)
 3 LD 7)
 5 2, MTP 6)
 4 1, MPP 5)
 supuesto 4)
 P )( 3)
 P 2)
 P )1 .
 r
 rp
 r
 q
 p
 rp
 qr
 qpSolución
 ¬
 ¬∨¬
 ∧¬
 ¬∨
 →
 10 absurdo delley 11)
 9 4, TD )( 10)
 8 6,A )9
 p
 rrp
 rr
 ¬
 ¬∧→
 ¬∧
 Ejemplo 24. Demostrar sp ¬→ de las siguientes premisas: P )1 rqp ∨→
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 P 3)
 P 2)
 rs
 pq
 ¬→
 ¬→
 12 absurdo delley 13)
 11 4, TD )()( 12)
 10 5,A 11)
 9 2, MPP 10)
 8 7, MTP 9)
 6 3, MPP 8)
 5 1, MPP 7)
 4 S 6)
 4 S 5)
 supuesto 4)
 P 3)
 P 2)
 P )1 .
 sp
 ppsp
 pp
 p
 q
 r
 rq
 s
 p
 sp
 rs
 pq
 rqpSolución
 ¬→
 ¬∧→∧
 ¬∧
 ¬
 ¬
 ∨
 ∧
 ¬→
 ¬→
 ∨→
 Ejercicios Cada uno de los ejercicios del 1 al 11, realícelo por el método de reducción al absurdo. 1. Demuestre p¬ de:
 P 4)
 P )3
 P 2)
 P )1
 sr
 pqt
 ts
 qr
 ∨
 ¬→∨
 →
 →
 2. Demuestre qr ∧ de:
 P 4)
 P )3
 P 2)
 P )1
 sq
 sp
 rqs
 qp
 →
 →
 ∧→
 ∨
 3. Demuestre sr ¬∨ de:
 P 4)
 P )3
 P 2)
 P )1
 tu
 qt
 pu
 sqp
 ∨
 →
 →
 ¬→∨
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 4. Demuestre r¬ de:
 P )3
 P )( 2)
 P )1
 q
 rqp
 qp
 ¬↔∧¬
 ↔¬
 5. Demuestre s de:
 P )3
 P )( 2)
 P )( )1
 sr
 qp
 rqp
 ∨¬
 ∧¬
 →¬∨¬
 6. Demuestre s de:
 P )( )3
 P )( 2)
 P )( )1
 rqp
 rqt
 st
 ∨∧
 ∨¬→¬
 ¬∧¬
 7. Demuestre qp ∨ de:
 P )( )3
 P 2)
 P )( )1
 srt
 s
 rqp
 ∨¬∨¬
 ¬
 ¬→¬∧¬
 8. Demuestre s¬ de:
 P )3
 P 2)
 P )( )1
 p
 ts
 tqp
 ∨¬
 ¬∨∨¬
 9. Demuestre u de:
 P )( 4)
 P )3
 P )( 2)
 P )( )1
 uts
 qp
 sr
 rqp
 ∨¬∧¬
 ∨¬
 ¬∧¬
 →∨¬
 10. Demuestre s de:
 P )3
 P ))(( 2)
 P )()( )1
 st
 qrt
 rpqp
 ∨¬
 →¬¬→¬
 ∧∨∧
 11. Demuestre que las hipótesis “Si Colombia sigue endeudándose y los dineros no son
 bien invertidos, entonces vamos a la quiebra económica”, “no vamos a la quiebra económica o habrá más impuestos” y “es falso, que si los dineros no son bien invertidos, entonces habrá más impuestos” llevan a la conclusión “Colombia no sigue endeudándose”.
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 Mediante reducción al absurdo, en cada uno de los ejercicios del 12 al 15, demuestre la validez de la deducción:
 12.
 P ))(( )2
 P ))(( )1
 s
 srpq
 rpq
 ∴
 →¬∨¬∧
 →¬→
 13.
 P ))(( )3
 P )()( )2
 P )( )1
 qr
 qrpt
 rqtp
 rqp
 ∨∴
 ∨→↔¬
 ¬∧→→
 →∧
 14.
 P )()( )2
 P )()( )1
 p
 qptr
 trqp
 ∴
 ¬∧→∨¬
 →→→
 15.
 P ))(()( 3)
 P ))(( )2
 P )( )1
 rp
 rptrp
 tqrp
 rqp
 ∨∴
 ∨→→¬→
 →∨→
 ¬↔→
 Mediante el método reducción al absurdo (demostraciones por contradicción), en cada uno de los ejercicios 16 al 20, demuestre que la conclusión es consecuencia lógica de las premisas dadas. 16. Si Colombia decide no pagar la deuda externa o romper relaciones con la Banca
 Internacional, entonces el Fondo Monetario Internacional decide no autorizarle préstamos. Si Colombia decide pagar la deuda externa, entonces será visto como un país con capacidad de pago y el Fondo Monetario Internacional decide autorizar prestamos a Colombia. En consecuencia, Colombia será visto como un país con capacidad de pago.
 17. Los triángulos son polígonos y un cuadrado es un paralelogramo. Si un cuadrado es un
 paralelogramo, entonces la intersección de un plano con una esfera nos determina un círculo o los triángulos no son polígonos. Por lo tanto, la intersección de un plano con una esfera nos determina un círculo.
 18. Todo conjunto es subconjunto de sí mismo, o una relación es un subconjunto del
 producto cartesiano y una función es una relación. Una relación es un subconjunto del producto cartesiano o el conjunto vacío tiene elementos. Si una relación no es un subconjunto del producto cartesiano o una función no es una relación, entonces el conjunto vacío no tiene elementos. Así tenemos que todo conjunto es subconjunto de sí mismo o una relación es un subconjunto del producto cartesiano.

Page 58
                        

Introducción a la Lógica y Métodos de Demostración
 53
 19. O la lógica es difícil o no les gusta a muchos estudiantes. Si las matemáticas son fáciles, entonces la lógica no es difícil. En consecuencia, si a muchos estudiantes les gusta la lógica, las matemáticas no son fáciles.
 20. Si Colombia sigue endeudándose y los dineros no son bien invertidos, entonces vamos a
 la quiebra económica. No vamos a la quiebra económica o habrá más impuestos. Es falso, que si los dineros no son bien invertidos, entonces habrá más impuestos. Por lo tanto, Colombia no sigue endeudándose.
 2.7. La resolución La resolución es una regla de inferencia que se utiliza, usualmente, para realizar demostraciones por contradicción. Es decir, para probar una proposición (demostrar su validez) se demuestra que su negación lleva a una contradicción. Puesto que existe un algoritmo para convertir cualquier proposición a la forma normal conjuntiva (véase sección 1.17), no perdemos la generalidad si empleamos un procedimiento de demostración (como la resolución) que opere solamente con proposiciones expresadas de esta forma. De hecho para que la resolución funcione, es necesario ir un poco más allá. Es necesario convertir el conjunto de premisas y la negación de la conclusión en un conjunto de cláusulas, donde una cláusula se define como una proposición en forma normal conjuntiva que no contiene ninguna conectiva ∧ ; o dicho de otra forma, una cláusula es una disyunción de variables o sus negaciones. Para ello, se convierte cada premisa y la negación de la conclusión a la forma normal conjuntiva y, a continuación se dividen esas expresiones en cláusulas, una por cada conjunción. Las conjunciones se consideran agrupadas. Después de aplicar este procedimiento tendremos un conjunto de cláusulas. Estas cláusulas serán las que utilice la resolución para hacer demostraciones. La resolución es un proceso iterativo simple en el cual, en cada paso se comparan (resuelven) dos cláusulas llamadas cláusulas padres, generando una nueva cláusula (resolvente) llamada cláusula hija, que se ha inferido de ellas. Supongamos que se tienen dos cláusulas como premisas:
 P )2
 P 1)
 rp
 qp
 ∨¬
 ∨
 A partir de estas dos cláusulas se puede deducir la cláusula: rq ∨ . Esta es la única regla que se utiliza en la resolución. Escrita como regla de inferencia se puede expresar como:
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 )2
 )1
 rq
 rp
 qp
 ∨∴
 ∨¬
 ∨
 , como implicación lógica: [ ] )()()( rqrpqp ∨⇒∨¬∧∨ .
 En particular; si rq ≡ , se tiene [ ] qqpqp ⇒∨¬∧∨ )()( y si Fr ≡ , se tiene
 [ ] qpqp ⇒¬∧∨ )( (puesto que qFq ≡∨ ), la cual es el modus tollendo ponens. Si la cláusula que se ha deducido es la cláusula vacía, es que se ha encontrado una contradicción ( Fpp ⇒¬∧ ). El procedimiento para hacer una demostración por resolución es el siguiente: Sea ℘ la conjunción de las premisas y C la conclusión deseada. (1) Convertir todas las proposiciones de ℘ en cláusulas. (2) Negar C y convertir el resultado en cláusula(s). Añadir la cláusula(s) resultante al
 conjunto de cláusulas obtenidas en el paso 1. (3) Seleccionar dos cláusulas y obtener la resolvente. Aplicar este procedimiento hasta
 encontrar una cláusula vacía (que significa que se ha encontrado una contradicción). (4) Afírmese la conclusión deseada como inferencia lógica de las premisas. Para ilustrar este procedimiento, consideremos los siguientes ejemplos. Ejemplo 25. Demostrar r , por resolución, de las siguientes premisas:
 P 4)
 P )( 3)
 P )( 2)
 P )1
 t
 qts
 rqp
 p
 →∨
 →∧
 Solución. Convirtiendo las premisas a cláusulas, utilizando equivalencias lógicas, y añadiendo la negación de la conclusión expresándola como cláusula (que ya lo está), se obtiene el siguiente conjunto de cláusulas:
 P 6)
 P 5)
 P 4)
 P 3)
 P 2)
 P )1
 r
 t
 qt
 qs
 rqp
 p
 ¬
 ∨¬
 ∨¬
 ∨¬∨¬
 Aplicando la regla de resolución se obtienen los siguientes pasos:
 8y 4 de 9)
 7y 1 de 8)
 6y 2 de )7
 t
 q
 qp
 ¬
 ¬
 ¬∨¬
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 ióncontradicc deley 11)
 9y 5 de 10)
 r
 F
 Ejemplo 26. Demostrar u , por resolución, de:
 P 4)
 P )( 3)
 P )( 2)
 P )1
 tp
 utr
 srq
 qp
 ∧
 ∨¬∨¬
 ∧→
 →
 Solución. Convirtiendo las premisas a cláusulas, utilizando equivalencias lógicas, y añadiendo la negación de la conclusión expresándola como cláusula (que también lo está), se obtiene el siguiente conjunto de cláusulas (indicadas con P) y aplicando la regla de resolución se tiene:
 P 7)
 P 6)
 P 5)
 P 4)
 P 3)
 P 2)
 P )1
 u
 t
 p
 utr
 sq
 rq
 qp
 ¬
 ∨¬∨¬
 ∨¬
 ∨¬
 ∨¬
 ióncontradicc deley 13)
 11y 9 de 12)
 10y 2 de 11)
 5y 1 de 10)
 8y 6 de 9)
 7y 4 de )8
 u
 F
 r
 q
 r
 tr
 ¬
 ¬∨¬
 2.8. Falacias Hay argumentos que no son válidos llamados falacias. Hay varias falacias muy frecuentes que surgen de razonamientos incorrectos. Estas falacias se asemejan a algunas reglas de inferencia, pero se basan en contingencias, no en tautologías (recuérdese que una contingencia es cualquier proposición que puede ser verdadera o falsa). Mostraremos la diferencia entre razonamientos incorrectos y razonamientos correctos. La proposición [ ] pqqp →∧→ )( no es una tautología, ya que es falsa cuando p es falsa y q es verdadera. Sin embargo, hay muchos argumentos incorrectos que tratan a esta proposición como si fuese una tautología. Este tipo de razonamiento incorrecto se llama falacia de afirmar la conclusión.
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 Ejemplo 27. ¿Es correcto el argumento siguiente? “Si haces todos los problemas de este libro, aprenderás lógica. Tú has aprendido lógica”. Por lo tanto “hiciste todos los problemas de este libro”. Solución. Sea p la proposición “Hiciste todos los problemas del libro”. Sea q la proposición “Tú aprendiste lógica”. Entonces, este argumento es de la forma si qp → y q, entonces p. Esto es un ejemplo de argumento incorrecto que usa la falacia de afirmar la conclusión. De hecho, es posible que tú aprendas lógica de alguna otra forma que no sea hacer todos los problemas del libro. (Puedes aprender lógica leyendo, asistiendo a clases y haciendo muchos, pero no todos, los problemas de este libro). La proposición [ ] qpqp ¬→¬∧→ )( no es una tautología, puesto que es falsa cuando p falsa y q verdadera. Muchos argumentos incorrectos utilizan erróneamente la anterior proposición como regla de inferencia. Este tipo de razonamiento incorrecto se llama falacia
 de negar la hipótesis. Ejemplo 28. Sean p y q las proposiciones del ejemplo 27. Si el condicional qp → es verdadero y p¬ es verdadera, ¿es correcto concluir que q¬ es verdadera? En otras palabras, ¿es correcto asumir que no aprendiste lógica si no hiciste todos los problemas del libro, suponiendo que si haces todos los problemas del libro, aprendes lógica? Solución. Es posible que aprendas lógica incluso si no haces todos los problemas del libro. Este argumento incorrecto es de la forma qp → y p¬ implica q¬ , que es un ejemplo de falacia de negación de la hipótesis. En principio no hay una regla general que nos diga cuando debemos utilizar una demostración directa o indirecta. En algunas ocasiones el uso de una demostración indirecta viene sugerida por la dificultad de encontrar un punto de partida que relacione las distintas informaciones dadas en el problema, y haga viable la demostración requerida. En otras palabras el que se use uno u otro método de demostración depende de la habilidad del ejecutante, es decir, de la experiencia de la persona enfrentada al problema. Ojalá que sirva de consejo o al menos de consuelo al principiante el hecho de que, “toda habilidad se logra en el continuo ejercicio”. ¡Adelante! Ejercicios
 1. Demuestre p¬ , por resolución, de las siguientes premisas:
 P 3)
 P 2)
 P )1
 pr
 qr
 qp
 ¬∨¬
 ¬∨
 →
 2. Demuestre r, por resolución, de las siguientes premisas: P )1 p
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 P 4)
 P )( 3)
 P )( 2)
 t
 qts
 rqp
 →∨
 →∧
 3. Demuestre rq → , por resolución, de las siguientes premisas:
 P 4)
 P 3)
 P 2)
 P )1
 qp
 rs
 pt
 ts
 ¬→
 →
 →
 ¬∧
 4. Utilice la regla de resolución para mostrar que las hipótesis “No llueve o Ibeth tiene un
 paraguas”, “Ibeth no tiene un paraguas o ella no se moja” y “Llueve o Ibeth no se moja” implican la conclusión “Ibeth no se moja”.
 5. Utilice la regla de resolución para demostrar que la expresión
 )()()()( qpqpqpqp ¬∨¬∧¬∨∧∨¬∧∨ no se cumple. 6. Determine si es correcta cada una de las siguientes deducciones. Si la deducción es
 correcta, ¿cuál es la regla de inferencia utilizada? Si no lo es, ¿qué error lógico se comete? a) Si n es un número real tal que 1>n , entonces 12 >n . Supongamos que 12 >n .
 Entonces 1>n . b) El número 3log2 es irracional si no es la razón de dos enteros. Por lo tanto, como
 3log2 no se puede escribir en la forma b
 a donde a y b son enteros, es irracional.
 c) Si n es número real y 3>n , entonces 92 >n . Supongamos que 92 ≤n . Entonces 3≤n .
 d) Si n es número real y 2>n , entonces 42 >n . Supongamos que 2≤n . Entonces 42 ≤n .
 7. Determine si es correcta cada una de las siguientes deducciones.
 a) “Si 2x es irracional, entonces x es irracional. Por lo tanto, si x es irracional, se sigue que 2x es irracional”.
 b) “Si 2x es irracional, entonces x es irracional. El número 2π=x es irracional. Por lo tanto, el número π=x es irracional”.
 8. El Problema de Lógica, tomado de WFF`N PROOF: The Game of Modern Logic, usa
 las siguientes dos suposiciones: 1) “La lógica es difícil o a pocos estudiantes les gusta la lógica”. 2) “Si las matemáticas son fáciles, entonces la lógica no es difícil”. Determine cuáles de las siguientes conclusiones se pueden deducir de éstas dos suposiciones como premisas. a) Que las matemáticas no son fáciles si a muchos estudiantes les gusta la lógica.
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 b) Que a pocos estudiantes les gusta la lógica si las matemáticas no son fáciles. c) Que las matemáticas no son fáciles o la lógica es difícil. d) Que la lógica no es difícil o las matemáticas no son fáciles. e) Que si a pocos estudiantes les gusta la lógica, entonces bien las matemáticas no son
 fáciles o bien la lógica no es difícil.
 9. Determine si la siguiente deducción, tomada de Backhouse, es correcta. “Si Supermán fuese capaz y quisiese prevenir el crimen, lo haría. Si Supermán no fuese capaz de prevenir el crimen, sería débil; si no quisiese prevenir el crimen, sería malevolente. Supermán no previene el crimen. Si Supermán existiese, ni sería débil ni malevolente. Por lo tanto, Supermán no existe”.
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 3. CÁLCULO DE PREDICADOS 3.1. Introducción El cálculo de predicados es una generalización del cálculo proposicional, contiene todas sus componentes, incluyendo las constantes, las variables proposicionales y los conectivos lógicos. Además, el cálculo de predicados contiene sujetos, predicados y cuantificadores, conceptos que examinaremos en este capítulo. 3.2. Funciones proposicionales Las expresiones: “x es un número primo” y “ 52 =+ yx ” no son proposiciones ya que no se les puede asignar un valor de verdad. Pero si se sustituye las variables por valores numéricos específicos se obtienen proposiciones. La expresión “x es un número primo” tiene dos partes. La primera parte, la variable x, es el sujeto del enunciado. La segunda parte, el predicado, “es un número primo”, hace referencia a una propiedad que puede tener el sujeto. Podemos denotar el enunciado “x es un número primo” por )(xP , donde P denota el predicado “es un número primo” y x es la variable. La expresión )(xP se dice también que es el valor de la función proposicional P en x. Una vez que se le haya asignado un valor a la variable x, la expresión )(xP se convierte en una proposición y tiene un valor de verdad. Ejemplo 1. Si )(xP representa el enunciado “x es un número primo”, ¿cuáles son los valores de verdad de las proposiciones )2(P y )4(P ? Solución. Obtenemos la proposición )2(P haciendo x=2 en el enunciado “x es un número primo”. Por lo tanto, )2(P que es la proposición, “2 es un número primo”, es verdadera. Sin embargo )4(P , la proposición “4 es un número primo” es falsa. Podemos también tener expresiones que incluyan más de una variable, como en el enunciado de arriba “ 52 =+ yx ”. Podemos denotar esta expresión por ),( yxQ , donde x y y son variables y Q es el predicado “dos veces la primera más la segunda es igual a 5”. Cuando se asignan valores numéricos específicos a x y y, la expresión ),( yxQ tiene un valor de verdad. Ejemplo 2. Si ),( yxQ representa el enunciado “ 52 =+ yx ”, ¿cuáles son los valores de verdad de las proposiciones )3,2(Q y )7,1(−Q ? Solución. Para obtener )3,2(Q hacemos 2=x y 3=y en la expresión ),( yxQ . Por lo tanto, )3,2(Q es la expresión “ 5322 =+⋅ ” (ó 7=5) que es falsa. La expresión )7,1(−Q es
 57)1(2 =+−⋅ ” (ó 5=5), que es verdadera.
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 De forma análoga se pueden considerar funciones proposicionales de tres o más variables como por ejemplo ),,( zyxR , función proposicional de tres variables, que puede representar, en particular, la expresión zyx =+ . Definición 3.1 En general, una expresión que incluye las n variables 1x , 2x , …, nx se
 puede denotar como ),...,,( 21 nxxxP . Una expresión de la forma ),...,,( 21 nxxxP es el valor
 de la función proposicional P en la n-tupla ),...,,( 21 nxxx . P se llama también un predicado.
 Definición 3.2 Sea )(xP una función proposicional. Al conjunto de todas las asignaciones posibles para x se le llama dominio o universo de discurso. Los elementos del dominio se llaman individuos. Un individuo puede ser una cierta persona, número o cualquier otra cosa acerca de la cual queramos razonar. Para evitar los casos triviales, se establece que todo dominio debe contener por lo menos un individuo. Para hacer alusión a un individuo particular, se utilizan constantes individuales. Si el dominio está formado por personas, las constantes individuales pueden ser sus nombres. En el caso de los números naturales, las constantes individuales son los dígitos que representan estos números (esto es 0, 1, 2,…). Cada constante individual debe identificar de manera única a un individuo en particular, y a ningún otro. Por ejemplo, si el dominio está formado por personas, no debe haber dos personas que tengan el mismo nombre. 3.3. Cuantificadores Otra forma de obtener proposiciones a partir de una función proposicional es indicando cuantos individuos satisfacen o no el predicado de la función proposicional. Ejemplo 3. Dada la función proposicional )(xP : “x es un número primo”, y tomando como
 dominio el conjunto +Z (el de los enteros positivos), se pueden obtener las siguientes proposiciones: a) “Todos los números son primos” o en forma equivalente “Para todo x, x es un número
 primo”, que en este caso es una proposición falsa. b) “Algunos números son primos” o en forma equivalente “Existe x, tal que x es un
 número primo” que es una proposición verdadera. Definición 3.3 A la expresión “para todo x”, se le llama cuantificador universal y se denota por x∀ . El símbolo ∀ se lee “para todo”. La proposición “Para todo x, x es un número primo” se denota por )(xxP∀ . Definición 3.4 A la expresión “existe x tal que”, se le llama cuantificador existencial y se denota por x∃ . El símbolo ∃ se lee “existe un”. La proposición “Existe x, tal que x es un número primo” se denota por )(xxP∃ . A continuación se discutirán los dos tipos de cuantificadores: el universal y el existencial.
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 3.4. El cuantificador universal Muchas proposiciones matemáticas imponen que una propiedad es verdadera para todos los valores de una variable en un dominio particular. El cuantificador universal de una función proposicional es la proposición que afirma que )(xP es verdadera para todos los valores de x en el dominio. La proposición )(xxP∀ se lee como “para todo x )(xP ”, “para cada x )(xP ” o “para cualquier x )(xP ”. Ilustraremos el uso del cuantificador universal en los ejemplos 4-9. Ejemplo 4. Sea )(xP la expresión “ xx >+1 ”. ¿Cuál es el valor de verdad de la proposición )(xxP∀ , donde el dominio consiste de todos los números reales? Solución. Como )(xP es verdadera para todo número real x, la proposición )(xxP∀ es verdadera. Ejemplo 5. Sea )(xQ la expresión “ 2<x ”. ¿Cuál es el valor de verdad de la proposición
 )(xxQ∀ , donde el dominio consiste de todos los números reales? Solución. )(xQ no es verdadera para todo número real x. Por ejemplo, )3(Q es falsa. Por lo tanto, )(xxQ∀ es falsa. Cuando todos los elementos del dominio se pueden enumerar; escribiéndolos, por ejemplo, como 1x , 2x , …, nx , se sigue que la proposición )(xxP∀ es lo mismo que la conjunción
 )(...)()( 21 nxPxPxP ∧∧∧ , puesto que esta conjunción es verdadera si, y sólo si, )( 1xP ,
 )( 2xP , …, )( nxP son todas verdaderas.
 Ejemplo 6. ¿Cuál es el valor de verdad de )(xxP∀ , donde )(xP es la expresión “ 102 <x ” y el dominio consiste de los enteros positivos menores o iguales que 4? Solución. La proposición )(xxP∀ es lo mismo que la conjunción (1) (2) (3) (4)P P P P∧ ∧ ∧ ,
 ya que el dominio consiste de los enteros 1, 2, 3 y 4. Como )4(P , la proposición “ 1042 < ”, es falsa, se sigue que )(xxP∀ es falsa. Ejemplo 7. ¿Qué significa la proposición )(xxT∀ si )(xT es la expresión “x tiene un padre y una madre” y el dominio consiste de todas las personas? Solución. Como el dominio son todas las personas, la proposición )(xxT∀ significa que toda persona x tiene un padre y una madre. La proposición se puede expresar en lenguaje natural como “Toda persona tiene dos padres”. La proposición es verdadera (excepto para seres clonados, si los hay).
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 Ejemplo 8. ¿Cuál es el valor de verdad de )( 2 xxx ≥∀ si el dominio consiste de todos los números reales y cuál es el valor de verdad si el dominio son todos los enteros? Solución. xx ≥2 si, y sólo si, 0)1(2 ≥−=− xxxx . En consecuencia, xx ≥2 si y sólo si,
 0≤x o 1≥x . Se sigue que )( 2 xxx ≥∀ es falsa si el dominio consiste de todos los números reales (ya que la desigualdad es falsa para los números reales x tales que 10 << x ). Sin embargo, si el dominio consiste de todos los números enteros )( 2 xxx ≥∀ es verdadera por no haber enteros x tales que 10 << x . Para mostrar que una proposición de la forma )(xxP∀ es falsa, donde )(xP es una función proposicional, sólo necesitamos encontrar un valor de x del dominio para el cual )(xP sea falsa. Este valor de x se llama contraejemplo de la proposición )(xxP∀ . Ejemplo 9. Supongamos que )(xP es “ 02 >x ”. Para mostrar que la proposición )(xxP∀ es falsa cuando el dominio son todos los enteros, daremos un contraejemplo. Vemos que
 0=x es un contraejemplo, ya que 02 =x cuando 0=x , por lo que no es mayor que 0 cuando 0=x . Buscar contraejemplos de proposiciones que contienen al cuantificador universal es una actividad importante en el estudio de las matemáticas, como se verá en las secciones siguientes. 3.5. El cuantificador existencial Muchas proposiciones matemáticas afirman que hay un elemento con una cierta propiedad. Tales proposiciones se expresan mediante cuantificadores existenciales. Con un cuantificador existencial formamos una proposición que es verdadera si y sólo si )(xP es verdadera para al menos un valor de x en el dominio. La proposición )(xxP∃ se lee como “existe x tal que )(xP ”, “hay un x tal que )(xP ”, “hay al menos un x tal que )(xP ” o “para algún x )(xP ” Ilustraremos el uso del cuantificador existencial en los ejemplos 10-12. Ejemplo 10. Sea )(xP la expresión “ 3>x ”. ¿Cuál es el valor de verdad de la proposición
 )(xxP∃ , donde el dominio consiste de todos los números reales? Solución. Como “ 3>x ” es verdadera, por ejemplo, para 4=x , la proposición )(xxP∃ es verdadera. Ejemplo 11. Sea )(xQ la expresión “ 1+= xx ”. ¿Cuál es el valor de verdad de la proposición )(xxQ∃ , donde el dominio consiste de todos los números reales?
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 Solución. Como )(xQ es falsa para todo número real x , la proposición )(xxQ∃ es falsa. Cuando todos los elementos del dominio se pueden enumerar; escribiéndolos, por ejemplo, como 1x , 2x , …, nx , se sigue que la proposición )(xxP∃ es lo mismo que la disyunción
 )(...)()( 21 nxPxPxP ∨∨∨ , puesto que esta disyunción es verdadera si, y sólo si, al menos
 uno de )( 1xP , )( 2xP , …, )( nxP es verdadera.
 Ejemplo 12. ¿Cuál es el valor de verdad de )(xxP∃ , donde )(xP es la expresión “ 102 >x ” y el dominio consiste de los enteros positivos menores o iguales que 4? Solución. Como el dominio es { }4 3, 2, ,1 , la proposición )(xxP∃ es lo mismo que la
 disyunción )4()3()2()1( PPPP ∨∨∨ . Como )4(P , la proposición “ 1042 > ”, es
 verdadera, se sigue que )(xxP∃ es verdadera. En la siguiente tabla se resume el significado del cuantificador universal y el del cuantificador existencial. Cuantificadores Proposición ¿Cuándo es verdadera? ¿Cuándo es falsa?
 )(xxP∀ )(xP es verdadera para todo x Hay un x para el que )(xP es falsa
 )(xxP∃ Hay un x para el que )(xP es verdadera )(xP es falsa para todo x Cuando se quiere determinar el valor de verdad de una proposición cuantificada, a veces es útil realizar una búsqueda sobre todos los posibles valores del dominio. Supongamos que hay n individuos en el dominio de la variable x. Para determinar si )(xxP∀ es verdadera, podemos barrer los n valores de x y ver si )(xP es verdadera para todos ellos. Si encontramos un valor de x para el cual )(xP es falsa, habremos demostrado que )(xxP∀ es falsa. En caso contrario, )(xxP∀ es verdadera. Para ver si )(xxP∃ es verdadera, barremos los n posibles de x buscando algún valor para el cual )(xP sea verdadera. Si encontramos uno, entonces )(xxP∃ es verdadera. Si no encontramos tal valor de x, habremos determinado que )(xxP∃ es falsa. (Obsérvese que este procedimiento de búsqueda no puede ser aplicado si el dominio se compone de infinitos elementos. Aun así, sigue siendo una forma útil trabajar con cuantificadores). 3.6. Variables ligadas Definición 3.5 Cuando un cuantificador se usa sobre la variable x o cuando asignamos un valor a esta variable, decimos que la variable aparece ligada. Una variable que no aparece ligada por un cuantificador o fijada a un valor particular, se dice que es libre. Todas las variables que aparecen en una función proposicional deben ser ligadas para convertirla en proposición. Esto se puede hacer utilizando una combinación de cuantificadores universales, cuantificadores existenciales y asignación de valores.
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 Definición 3.6 La parte de una expresión lógica a la cual se aplica el cuantificador se llama ámbito (alcance) de este cuantificador. En consecuencia, una variable es libre si está fuera del ámbito de todos los cuantificadores en la expresión. Ejemplo 13. En la expresión ),( yxxQ∃ , la variable x está ligada por el cuantificador existencial x∃ , pero la variable y es libre porque no está ligada a un cuantificador y no se le asigna valor alguno a esta variable. En la proposición )())()(( xxRxQxPx ∀∨∧∃ todas las variables están ligadas. El ámbito del primer cuantificador, x∃ , es la expresión )()( xQxP ∧ porque x∃ se aplica sólo a
 )()( xQxP ∧ y no al resto de la proposición. De forma similar, el ámbito del segundo cuantificador, x∀ , es la expresión )(xR . Es decir, el cuantificador existencial x∃ liga la variable x en )()( xQxP ∧ y el cuantificador universal x∀ liga la variable x en )(xR . Obsérvese que podíamos haber escrito la proposición usando dos variables diferentes x y y como )())()(( yyRxQxPx ∀∨∧∃ , porque los ámbitos de los dos cuantificadores no se solapan. Se debe prestar atención cuando se utilice la misma letra para representar variables ligadas por diferentes cuantificadores con ámbitos que no se solapan. 3.7. Negaciones En muchas ocasiones necesitamos obtener la negación de una proposición cuantificada. Por ejemplo, consideremos la negación de la expresión: “Todos los estudiantes de la clase han tomado un curso de cálculo”. Esta expresión es una proposición cuantificada universalmente, de la forma )(xxP∀ , donde
 )(xP es la función proposicional “x ha tomado un curso de cálculo”. La negación de esta proposición es “No se cumple que todos los estudiantes de la clase hayan tomado un curso de cálculo”. Esto es equivalente a “Hay al menos un estudiante en la clase que no ha tomado un curso de cálculo”. Y esto es simplemente la negación de la función proposicional cuantificada existencialmente, es decir, )(xPx¬∃ . Este ejemplo ilustra la siguiente equivalencia )()( xPxxxP ¬∃≡¬∀ . Supongamos que queremos negar una proposición cuantificada existencialmente. Por ejemplo, consideremos la proposición “Hay un estudiante en la clase que ha tomado un curso de cálculo”. Ésta proposición es de la forma )(xxQ∃ , donde )(xQ es la función proposicional “x ha tomado un curso de cálculo”. La negación de esta proposición es “No se cumple que hay un estudiante en la clase que haya tomado un curso de cálculo”. Esto es equivalente a “Ninguno de los estudiantes de la clase ha tomado un curso de cálculo”, que es justamente la negación de la función proposicional cuantificada universalmente. Sería equivalente, en leguaje poco común, a “Para todo estudiante se cumple que no ha tomado un curso de cálculo”, o en forma simbólica se puede escribir )(xQx¬∀ . Este ejemplo ilustra la siguiente equivalencia )()( xQxxxQ ¬∀≡¬∃ .
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 Las negaciones de las proposiciones cuantificadas se resumen en la siguiente tabla Negación de cuantificadores Negación Fórmula
 equivalente ¿Cuándo es verdadera la negación?
 ¿Cuándo es falsa?
 )(xxP¬∀
 )(xPx¬∃ Hay un x para el que )(xP es falsa
 )(xP es verdadera para cada x
 )(xxP¬∃
 )(xPx¬∀ Para cada x, )(xP es falsa Hay un x para el que )(xP es verdadera
 Cuando el dominio de la función proposicional )(xP consiste de n elementos, donde n es un entero positivo, las reglas de negación de proposiciones cuantificadas son exactamente las mismas que las leyes de De Morgan descritas en la sección 1.14. Esto es así porque
 )(xxP¬∀ es lo mismo que ))(...)()(( 21 nxPxPxP ∧∧∧¬ , equivalente a
 )(...)()( 21 nxPxPxP ¬∨∨¬∨¬ por las leyes de De Morgan. Esto es lo mismo que
 )(xPx¬∃ . De forma análoga, )(xxP¬∃ es lo mismo que ))(...)()(( 21 nxPxPxP ∨∨∨¬ ,
 equivalente a )(...)()( 21 nxPxPxP ¬∧∧¬∧¬ por las leyes de De Morgan, lo que equivale
 a )(xPx¬∀ . Ilustramos La negación de las proposiciones cuantificadas en los ejemplos 14 y 15. Ejemplo 14. ¿Cuáles son las negaciones de las expresiones “Hay un político honesto” y “Todos los estadounidenses comen hamburguesas”? Solución. Denotemos por )(xH a “x es honesto”. La proposición “Hay un político honesto” se representa por )(xxH∃ , donde el dominio consiste de todos los políticos. La negación de la proposición es ( )xH x¬∃ , lo que equivale a )(xHx¬∀ . Esta negación se puede expresar como “Todo político es deshonesto”. (Nota: En lenguaje natural, la frase “los políticos son deshonestos” puede ser ambigua. A veces, esta frase se utiliza para expresar que “No todos los políticos son honestos”. Por eso no utilizamos esta frase para expresar la negación). Sea )(xC el enunciado “x come hamburguesas”. Entonces, “Todos los estadounidenses comen hamburguesas” se representa por )(xxC∀ , donde el dominio consiste de todos los estadounidenses. La negación de esta proposición es )(xxC¬∀ , que es equivalente a
 )(xCx¬∃ . Esta negación se puede expresar de muchas maneras, entre las que se incluyen “Algunos estadounidenses no comen hamburguesas” y “Hay algún estadounidense que no come hamburguesas”.
 Ejemplo 15. ¿Cuáles son las negaciones de las proposiciones )( 2 xxx >∀ y )2( 2 =∃ xx ?
 Solución. La negación de la proposición )( 2 xxx >∀ es la proposición )( 2 xxx >¬∀ , que es
 equivalente a )( 2 xxx >¬∃ . Esta última se puede reescribir de la forma )( 2 xxx ≤∃ . La
 negación de )2( 2 =∃ xx es )2( 2 =¬∃ xx , equivalente a )2( 2 =¬∀ xx . La expresión anterior
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 se puede reescribir como )2( 2 ≠∀ xx . Los valores de verdad de estas proposiciones dependen del dominio. Ejercicios 1. Sea )(xP la función proposicional “ 4≤x ”. ¿Cuáles son los valores de verdad de las
 siguientes proposiciones? a) )0(P b) )4(P c) )6(P d) )10(P
 2. Sea ),( yxQ la función proposicional “la capital de x es y ”. ¿Cuáles son los valores de
 verdad de las siguientes proposiciones? a) )París,Francia(Q b) )aTegucigalp,Bolivia(Q c) )Paz La,Honduras(Q d) )Cartagena,Colombia(Q
 3. Sea )(xP la función proposicional “ x asiste a más de cinco horas de clase al día”,
 donde el dominio de x consiste en todos los estudiantes. Exprese las siguientes proposiciones en lenguaje natural. a) )(xxP∃ b) )(xxP∀ c) )(xPx¬∃ d) )(xPx¬∀
 4. Traduzca las siguientes proposiciones a lenguaje natural, donde )(xP significa “ x es
 un cómico” y )(xQ significa “ x es divertido” y el dominio consiste en todas las personas. a) ))()(( xQxPx →∀ b) ))()(( xQxPx ∧∀ c) ))()(( xQxPx →∃ d) ))()(( xQxPx ∧∃
 5. Sean )(xP la función proposicional “ x habla ruso” y )(xQ “ x conoce el lenguaje de programación C++”. Exprese cada una de las siguientes proposiciones en términos de
 )(xP y )(xQ , cuantificadores y conectivos lógicos. El dominio para x consiste de todos los estudiantes de tu facultad. a) Hay un estudiante en tu facultad que habla ruso y conoce C++. b) Hay un estudiante en tu facultad que habla ruso pero que no conoce C++. c) Todos los estudiantes de tu facultad hablan ruso o conocen C++. d) Ningún estudiante de tu facultad habla ruso o conoce C++.
 6. Sea )(xP la función proposicional “ 2xx = ”. Si el dominio consiste de todos los enteros, ¿cuáles son los valores de verdad de las siguientes proposiciones? a) )0(P b) )1(P c) )2(P d) )1(−P e) )(xxP∃ f) )(xxP∀
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 7. Determine el valor de verdad de cada una de las siguientes proposiciones si el dominio consiste de todos los enteros. a) )1( nnn >+∀ b) )32( nnn =∃
 c) )( nnn −=∃ d) )( 2 nnn ≥∀
 8. Determine el valor de verdad de cada una de las siguientes proposiciones si el dominio consiste de todos los números reales. a) )2( 2 =∃ xx b) )1( 2 −=∃ xx
 c) )12( 2 ≥+∀ xx d) )( 2 xxx ≠∀
 9. Suponga que el dominio de la función proposicional )(xP consiste en los enteros 0, 1, 2, 3 y 4. Escriba cada una de las siguientes proposiciones usando disyunciones, conjunciones y negaciones. a) )(xxP∃ b) )(xxP∀ c) )(xPx¬∃ d) )(xPx¬∀ e) )(xxP¬∃ f) )(xxP¬∀
 10. Suponga que el dominio de la función proposicional )(xP consiste en los enteros 1, 2, 3, 4 y 5. Exprese cada una de las siguientes proposiciones sin usar cuantificadores, sólo disyunciones, conjunciones y negaciones. a) )(xxP∃ b) )(xxP∀ c) )(xxP¬∃ d) )(xxP¬∀ e) )())()3(( xPxxPxx ¬∃∨→≠∀
 3.8. Traducción de frases del lenguaje natural a lenguaje formal Traducir frases del lenguaje natural a expresiones lógicas es una tarea crucial en matemáticas, programación lógica, inteligencia artificial y muchas otras disciplinas. Comenzamos estudiando esta cuestión en la sección 1.11, donde utilizamos expresiones con variables proposicionales y conectivos lógicos. Allí evitamos afirmaciones cuya traducción requiriese de funciones proposicionales y cuantificadores. Formalizar frases del lenguaje natural en expresiones lógicas se hace más complejo cuando se necesitan cuantificadores. Además, puede haber diferentes formas de traducir una frase particular. (En consecuencia, no hay un “libro de recetas” que se pueda seguir paso a paso). Utilizaremos algunos ejemplos para ilustrar cómo se formalizan frases del lenguaje natural en cálculo de predicados. El objetivo es producir expresiones lógicas simples y útiles. En esta sección nos limitamos a frases que pueden traducirse a expresiones lógicas usando un solo cuantificador. En la sección 3.10 veremos frases más complicadas que requieren dos o más cuantificadores. Ejemplo 16. Expresar la frase “Todo estudiante de esta clase ha estudiado cálculo” utilizando funciones proposicionales y cuantificadores.
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 Solución. Primero, reescribimos la proposición, de tal forma que podamos identificar con claridad los cuantificadores que debemos emplear. Haciéndolo, obtenemos: “Para todo estudiante de esta clase, ese estudiante ha estudiado cálculo”. Luego introducimos la variable x, de tal forma que nuestra proposición se convierte en “Para todo estudiante x de esta clase, x ha estudiado cálculo”. Continuando, introducimos la función proposicional
 ( )xC , que significa “x ha estudiado cálculo”. Por consiguiente, si el dominio de x consiste de los estudiantes de la clase, podemos traducir nuestra frase como )(xxC∀ . No obstante, hay otras opciones correctas; se pueden considerar diferentes dominios o diferentes funciones proposicionales. La opción que seleccionemos dependerá del razonamiento que queramos realizar a continuación. Por ejemplo, podemos estar interesados en un grupo de personas más amplio que el de esa clase en particular. Si cambiamos el dominio, tomando el conjunto de todas las personas, habría que expresar nuestro enunciado como “Para toda persona x, si la persona x es un estudiante de esta clase, entonces x ha estudiado cálculo”. Si )(xS significa “x está en la clase”, nuestra proposición se puede expresar como ))()(( xCxSx →∀ . [¡Cuidado! ¡Nuestra proposición no puede expresarse como ))()(( xCxSx ∧∀ , puesto que esta proposición afirmaría que todas las personas son estudiantes de la clase y han estudiado cálculo!]. Finalmente, cuando estamos interesados en los estudios de una persona, aparte del cálculo, podríamos preferir usar una función proposicional de dos variables ),( yxQ para la frase “el estudiante x ha estudiado la asignatura y ”. Así, podríamos reemplazar )(xC por
 cálculo) ,(xQ en las dos opciones que hemos elegido para obtener cálculo) ,(xxQ∀ o cálculo)) ,()(( xQxSx →∀ .
 En el ejemplo anterior mostramos diferentes formas de expresar la misma proposición utilizando funciones proposicionales cuantificadores y conectivos lógicos. Sin embargo, siempre adoptaremos la opción más sencilla que sea adecuada para nuestro razonamiento posterior. Ejemplo 17. Formalizar las frases “Algún estudiante de esta clase ha visitado México” y “Todo estudiante de esta clase ha visitado bien México o bien Argentina”. Solución. La frase “Algún estudiante de esta clase ha visitado México” significa que “Hay un estudiante en esta clase que tiene como atributo que ese estudiante ha visitado México”. Podemos introducir una variable x , de tal forma que nuestra frase se convierte en “Hay un estudiante x en esta clase que tiene como atributo que ha visitado México”. Ahora, introducimos la función proposicional )(xM , que es el enunciado “ x ha visitado México”. Si el dominio para x consiste de los estudiantes de esta clase, se puede traducir esta primera frase como )(xxM∃ . Sin embargo, si estamos interesados en otras personas además de la clase, tomamos la frase de forma ligeramente diferente. Nuestra frase se puede expresar como “Hay una persona x que tiene como atributos que x es un estudiante de esta clase y que x ha visitado México”.
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 En este caso, el dominio para la variable x es todas las personas. Introducimos la función proposicional )(xS , “ x es un estudiante de esta clase”. Nuestra solución se convierte en
 ))()(( xMxSx ∧∃ , ya que la frase hace referencia a una persona x que es estudiante de la clase y que ha visitado México. [¡Cuidado! ¡Nuestra proposición no puede expresarse como ))()(( xMxSx →∃ , la cual es correcta cuando todos en la clase han visitado México!]. De forma similar, la segunda frase se puede expresar como “Para todo x en la clase, x tiene como atributo que x ha visitado México o x ha visitado Argentina”. (Hay que tener en cuenta que estamos asumiendo el o inclusivo, no el exclusivo). Sea )(xC la expresión “ x ha visitado Argentina”. Siguiendo el razonamiento anterior, vemos que si el dominio de x consiste de los estudiantes de la clase, esta segunda proposición se puede expresar como
 ))()(( xMxCx ∨∀ . Sin embargo, si el dominio de x consiste de todas las personas, la frase se puede expresar como “Para toda persona x , si x es un estudiante de esta clase, entonces x ha visitado México o x ha visitado Argentina”. En este caso, la proposición se puede expresar como )))()(()(( xMxCxSx ∨→∀ . En lugar de utilizar las funciones proposicionales )(xM y )(xC para representar que “ x ha visitado México” y que “ x ha visitado a Argentina”, respectivamente, podríamos haber utilizado una función proposicional de dos variables ),( yxV para representar “ x ha visitado el país y ”. En este caso, México) ,(xV y Argentina) ,(xV tendrían el mismo significado que )(xM y )(xC , respectivamente, y podrían reemplazarlas en nuestras respuestas. Si estamos trabajando con muchas frases relacionadas con gente que visita diferentes países, podríamos preferir la opción de una función proposicional de dos variables. En otros casos, por simplicidad, nos quedaríamos con las funciones proposicionales de una variable )(xM y )(xC . 3.9. Ejemplos de Lewis Carrol Lewis Carrol (seudónimo de C. L. Dogson), el autor de Alicia en el país de las maravillas, es también autor de varios trabajos de lógica simbólica. Sus libros contienen muchos ejemplos de razonamiento que utilizan cuantificadores. Los siguientes dos ejemplos provienen de su libro Lógica Simbólica. Ejemplo 18. Consideremos las siguientes frases. Las dos primeras se llaman premisas y la tercera se llama conclusión. El conjunto de las tres se denomina argumento. “Todos los leones son fieras” “Algunos leones no toman café” “Algunos animales fieras no toman café” (En la sección 3.14 discutiremos el hecho de determinar si la conclusión es una consecuencia válida de las premisas. En este ejemplo, sí lo es). Sean )(xP , )(xQ y )(xR las expresiones “ x es un león”, “ x es una fiera” y “ x toma café”, respectivamente.
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 Suponiendo que el dominio es el conjunto de todos los animales, expresar las proposiciones del argumento anterior utilizando las funciones proposicionales )(xP , )(xQ y )(xR , cuantificadores y conectivos lógicos. Solución. Estas proposiciones se pueden expresar como: ))()(( xQxPx →∀ ))()(( xRxPx ¬∧∃ ))()(( xRxQx ¬∧∃ . Se debe tener en cuenta que la segunda proposición no se puede escribir como
 ))()(( xRxPx ¬→∃ . La razón es que )()( xRxP ¬→ es verdadera siempre que x no sea un león, por lo que ))()(( xRxPx ¬→∃ es verdadera mientras haya al menos un animal que no sea un león, incluso si todo león toma café. De forma similar, la tercera proposición no puede escribirse como ))()(( xRxQx ¬→∃ . Ejemplo 19. Consideremos las siguientes frases, de las cuales las tres primeras son premisas y la cuarta es una conclusión válida. “Todos los colibríes tienen el plumaje de vivos colores”. “No hay pájaros grandes que liben néctar”. “los pájaros que no liban néctar tienen el plumaje de colores pálidos”. “Los colibríes son pequeños”. Sean )(xP , )(xQ , )(xR y )(xS las expresiones “ x es un colibrí”, “ x es grande”, “ x liba néctar” y “ x tiene el plumaje de vivos colores” respectivamente. Suponiendo que el dominio es el conjunto de todos los pájaros, expresar las proposiciones del argumento anterior utilizando )(xP , )(xQ , )(xR y )(xS , cuantificadores y conectivos lógicos. Solución. Podemos expresar las proposiciones de este argumento como: ))()(( xSxPx →∀ . ))()(( xRxQx ∧¬∃ . ))()(( xSxRx ¬→¬∀ . ))()(( xQxPx ¬→∀ . (Hay que tener en cuenta que hemos asumido que “pequeño” es lo mismo que “no grande” y que “plumaje de colores pálidos” es lo mismo que “plumaje de colores no vivos”). Ejercicios 1. Traduzca de dos formas cada una de las siguientes frases a expresiones lógicas
 utilizando funciones proposicionales, cuantificadores y conectivos lógicos. En primer
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 lugar, el dominio consistirá en los estudiantes de tu clase, y en segundo lugar, será el conjunto de todas las personas. a) Alguien de tu clase habla Inglés. b) Todos en tu clase son amigables. c) Hay una persona en tu clase que no nació en Bogotá. d) Un estudiante de tu clase ha visto una película. e) Ningún estudiante de tu clase ha cursado una asignatura de lógica.
 2. Traduzca cada una de las siguientes frases a expresiones lógicas utilizando funciones proposicionales, cuantificadores y conectivos lógicos. El dominio es el conjunto de todas las personas. a) Nadie es perfecto. b) No todo el mundo es perfecto. c) Todos tus amigos son perfectos. d) Cada uno de tus amigos es perfecto. e) Todo el mundo es tu amigo y es perfecto. f) No todo el mundo es tu amigo o alguien no es perfecto.
 3. Traduzca cada una de las siguientes frases a expresiones lógicas de tres formas
 diferentes, variando el dominio y utilizando funciones proposicionales con una y con dos variables. a) Un estudiante de tu universidad ha vivido en Cali. b) Hay un estudiante de tu facultad que no habla ruso. c) Un estudiante de tu facultad sabe Java, Prolog y C++. d) A todo el mundo en tu facultad le gusta la comida italiana. e) Alguien de tu clase no juega ajedrez.
 4. Exprese cada una de las siguientes frases utilizando funciones proposicionales,
 cuantificadores y conectivos lógicos. a) Algunas proposiciones son tautologías. b) La negación de una contradicción es una tautología. c) La disyunción de dos contingencias puede ser una tautología. d) La conjunción de dos tautologías es una tautología.
 5. Suponga que el dominio para ),,( zyxQ consiste en 2 o 1 ,0=x , 1 o 0=y y 1 o 0=z .
 Escriba las siguientes proposiciones utilizando disyunciones y conjunciones. a) )0,,0( yyQ∀ b) )1,1,(xxQ∃ c) ),0,0( zQz¬∃ d) )1,0,(xQx¬∃
 6. Exprese cada una de las siguientes frases utilizando cuantificadores. Luego forme la negación de la proposición de tal forma que ninguna negación quede a la izquierda del cuantificador. Después, exprese la negación en lenguaje natural. (No use simplemente las palabras “No se da el caso de que …”). a) Algunos perros viejos pueden aprender trucos nuevos. b) Ningún conejo sabe cálculo. c) Todos los pájaros pueden volar.
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 d) No hay perro alguno que pueda hablar. e) No hay nadie en la clase que hable francés y ruso.
 7. Halle un contraejemplo, si es posible, para las siguientes proposiciones cuantificadas
 universalmente, donde el dominio para todas las variables consiste del conjunto de los números reales. a) )( 2 xxx ≠∀ b) )2( 2 ≠∀ xx
 c) )0( >∀ xx c) )( 2 xxx ≥∀
 8. Exprese cada una de las siguientes proposiciones utilizando funciones proposicionales y
 cuantificadores. a) Un pasajero de una aerolínea es considerado viajero elite si vuela más de 40.000 km
 al año o toma más de 25 vuelos durante el año. b) Un hombre se clasifica para la maratón si su mejor tiempo es inferior a tres horas y
 una mujer se clasifica para la maratón si su mejor tiempo es inferior a tres horas y media.
 c) Un estudiante debe tomar al menos 60 horas de clase en el curso, o al menos 45 horas de clase en el curso, y hacer una monografía y que obtenga una calificación no inferior a 4.0 en todas las asignaturas requeridas para recibir la graduación.
 d) Hay un estudiante que ha recibido más de 36 horas de clase en un semestre y ha sacado un promedio de 3.5.
 9. Traduzca las siguientes expresiones a lenguaje natural, donde )(pF es “La impresora
 p está fuera de servicio”, )(pB es “La impresora p está ocupada”, )( jL es “El trabajo de impresión j se ha perdido” y )( jQ es “El trabajo de impresión j está en cola” a) )())()(( jjLpBpFp ∃→∧∃ b) )()( jjQppB ∃→∀ c) )())()(( ppFjLjQj ∃→∧∃ d) )())()(( jjLjjQppB ∃→∀∧∀
 10. Exprese cada una de las siguientes proposiciones utilizando funciones proposicionales,
 cuantificadores y conectivos lógicos a) Se puede guardar al menos un mensaje de correo si hay un disco con más de 10
 kilobytes de espacio libre. b) Siempre que haya una alerta activa, se transmitirán todos los mensajes en cola. c) El monitor de diagnóstico vigila es estado de todos los sistemas menos el de la
 consola central. d) Se le envía una factura a cada participante en la conferencia a quien el responsable
 no haya puesto en una lista especial. Los ejercicios 11, 12 y 13 se basan en preguntas del libro de Lógica Simbólica, de Lewis Carroll. 11. Sean )(xP , )(xQ y )(xR las afirmaciones “ x es un profesor”, “ x es ignorante” y “ x
 es inepto”, respectivamente. Exprese cada una de las siguientes proposiciones
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 utilizando )(xP , )(xQ y )(xR , cuantificadores y conectivos lógicos, donde el dominio consiste de todas las personas. a) No hay profesores ignorantes. b) Toda la gente ignorante es inepta. c) No hay profesores ineptos. d) ¿Se sigue (c) de (a) y (b)? Si no es así, ¿existe una conclusión correcta?
 12. Sean )(xP , )(xQ , )(xR y )(xS las afirmaciones “ x es un bebé”, “ x es lógico”, “ x es capaz de dominar a un cocodrilo” y “ x es despreciado”, respectivamente. Exprese cada una de las siguientes proposiciones utilizando )(xP , )(xQ , )(xR y )(xS , cuantificadores y conectivos lógicos, donde el dominio consiste de todas las personas. a) Los bebés son ilógicos. b) Nadie que pueda dominar a un cocodrilo es despreciado. c) Las personas ilógicas son despreciadas. d) Los bebés no pueden dominar a un cocodrilo. e) ¿Se sigue (d) de (a), (b) y (c)? Si no es así, ¿existe una conclusión correcta?
 13. Traduzca cada una de las siguientes proposiciones utilizando funciones proposicionales, cuantificadores y conectivos lógicos, donde el dominio consiste de todos los animales. a) Todos los leones son predadores. b) Algunos leones viven en África. c) Sólo rugen los leones. d) Algunos leones comen cebras. e) Algunos leones sólo comen cebras.
 3.10. Cuantificadores anidados En esta sección estudiaremos cuantificadores anidados, que son cuantificadores que se localizan dentro del rango de aplicación de otros cuantificadores, como en la expresión
 )0( =+∃∀ yxyx . Los cuantificadores anidados se utilizan tanto en matemáticas como en ciencias de la computación. Aunque a veces pueden ser difíciles de entender, las reglas que ya hemos estudiado en la sección 3.8 nos ayudarán a trabajar con ellos. En muchos contextos aparecen proposiciones que hacen uso de muchos cuantificadores. Para entender estas proposiciones, debemos desenmarañar el significado de cada cuantificador y de cada función proposicional que en ella aparecen. Esto se ilustra en el siguiente ejemplo. Ejemplo 20. Supongamos que el dominio de las variables reales yx y consiste de todos los números reales. La proposición )( xyyxyx +=+∀∀ afirma que xyyx +=+ para todo par de números reales yx y . Esta es la ley conmutativa para la suma de números reales. De la misma forma la proposición )0( =+∃∀ yxyx afirma que para cada número real x hay un real y tal que 0=+ yx . Esto afirma que todo número real tiene un inverso
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 aditivo. Análogamente, la proposición ))()(( zyxzyxzyx ++=++∀∀∀ es la ley asociativa para la suma de números reales. Ejemplo 21. Traducir al lenguaje natural la siguiente proposición, donde el dominio consiste de todos los números reales: ))0()0()0(( <→<∧>∀∀ xyyxyx . Solución. Esta proposición afirma que para todo par de números reales yx y , si 0>x y
 0<y , entonces 0<xy . Esto es, que para todo par de números reales yx y , si x es positivo y y es negativo, entonces xy es negativo. Esto se puede decir más sencillamente como “El producto de un número real positivo y un número real negativo es un número real negativo”. Las expresiones con cuantificadores anidados que formulan proposiciones en lenguaje natural pueden ser muy complicadas. El primer paso para traducir esas expresiones es escribir qué expresan los cuantificadores y funciones proposicionales de la expresión. El siguiente paso es expresar el significado en una frase sencilla. Este procedimiento se ilustra en los dos siguientes ejemplos. Ejemplo 22. Traducir al lenguaje natural la proposición ))),()(()(( yxFyCyxCx ∧∃∨∀ , donde )(xC es “x tiene un ordenador”, ),( yxF es “ yx y son amigos” y el dominio tanto para x como para y consiste de todos los estudiantes de tu facultad. Solución. La proposición afirma que para cada estudiante x de tu facultad, x tiene un ordenador o hay un estudiante y tal que y tiene un ordenador y yx y son amigos. En otras palabras, la expresión significa que, todo estudiante de tu facultad tiene un ordenador o un amigo que tiene uno. Ejemplo 23. Traducir la proposición )),())(),(),((( zyFzyzxFyxFzyx ¬→≠∧∧∀∀∃ al lenguaje natural, donde ),( baF significa que “ son amigos”. El dominio para
 zyx y , consiste de todos los estudiantes de tu facultad. Solución. Primero examinamos la expresión ),())(),(),(( zyFzyzxFyxF ¬→≠∧∧ . Esta expresión dice que si los estudiantes yx y son amigos, los estudiantes zx y son amigos y, además, zy y no son la misma persona, entonces zy y no son amigos. Se sigue que la proposición original, triplemente cuantificada, dice que hay un estudiante x tal que para todos los estudiantes y y todos los estudiantes z que son diferentes de y , si yx y son amigos y zx y son amigos también, entonces zy y no son amigos. En otras palabras, la expresión quiere decir que, hay un estudiante para el cual se cumple que sus amigos no son amigos entre sí. En la sección 3.8 vimos cómo se podían utilizar los cuantificadores para formalizar frases en expresiones lógicas. Sin embargo, evitamos proposiciones cuya formalización requiriese el uso de cuantificadores anidados. Nos ocupamos ahora, en los siguientes tres ejemplos, de este tipo de proposiciones.
 ba y
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 Ejemplo 24. Expresar la proposición “Si una persona es de sexo femenino y tiene un hijo, esta persona es la madre de alguien” mediante una expresión lógica utilizando funciones proposicionales, cuantificadores y conectivos lógicos. El dominio es el conjunto de todas las personas. Solución. La frase anterior se puede expresar como “Para toda persona x , si la persona x es de sexo femenino y la persona x tiene un hijo, entonces existe una persona y tal que la persona x es la madre de la persona y ”. Introducimos las funciones proposicionales )(xF que significa “ x es de sexo femenino”, )(xP que significa “ x tiene un hijo” y ),( yxM que significa “ x es la madre de y ”. La frase original se puede expresar como
 )),())()((( yxyMxPxFx ∃→∧∀ . Podemos desplazar y∃ hacia la izquierda, puesto que y no aparece en )()( xPxF ∧ , para obtener la siguiente expresión equivalente
 )),())()((( yxMxPxFyx →∧∃∀ . Ejemplo 25. Expresar la proposición “Cada persona tiene exactamente un amigo preferido” mediante una expresión lógica utilizando funciones proposicionales, cuantificadores y conectivos lógicos. El dominio es el conjunto de todas las personas. Solución. La frase anterior se puede expresar como “Para cada persona x , la persona x tiene exactamente un amigo preferido”. Introduciendo el cuantificador universal, se ve que la proposición es la misma que “ x∀ (la persona x tiene exactamente un amigo preferido)”, donde el dominio consiste de todas las personas. Decir que x tiene exactamente un amigo preferido significa que hay una persona y que es el mejor amigo de x , y además, que para toda persona z , si z no es la persona y , entonces z no es el mejor amigo de x . Cuando introducimos la función proposicional ),( yxA como “ y es el mejor amigo de x ”, la proposición que afirma que x tiene exactamente un amigo preferido se puede representar como ))),()((),(( zxAyzzyxAy ¬→≠∀∧∃ . En consecuencia, la proposición original se puede expresar como ))),()((),(( zxAyzzyxAyx ¬→≠∀∧∃∀ . (La frase anterior se puede expresar como ),(! yxyAx∃∀ , donde !∃ es el cuantificador de
 unicidad, y se lee “existe un único”. De cualquier forma, el cuantificador de unicidad no es realmente un cuantificador; más bien es un recurso para expresar ciertas proposiciones que se pueden expresar utilizando los cuantificadores ∀ y ∃ ). Ejemplo 26. Utilizar cuantificadores para expresar la proposición “Hay una mujer que ha viajado en un vuelo en cada una de las aerolíneas del mundo”.
 Solución. Sea ( , )P v f “v ha viajado en el vuelo f ” y ),( afQ “ f es un vuelo de la aerolínea a ”. Se puede expresar la proposición como )),(),(( afQfvPfav ∧∃∀∃ , donde los dominios para v , f y a consisten de todas las mujeres del mundo, todos los vuelos y todas las aerolíneas, respectivamente. La proposición se podría haber expresado como
 ),,( afvfRav ∃∀∃ , donde ),,( afvR significa “ v ha viajado en el vuelo f de la aerolínea a ”. Aunque esta expresión es más compacta, oscurece un tanto las relaciones entre las variables. Por ello, la primera solución puede ser preferible.
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 Las proposiciones matemáticas expresadas en lenguaje natural se pueden formalizar en expresiones lógicas, como lo muestran los siguientes tres ejemplos. Ejemplo 27. Formalizar la afirmación “La suma de dos enteros positivos es positiva” en una expresión lógica. Solución. Para formalizar la afirmación, primero la reescribimos para evidenciar los cuantificadores implicados: “Para cada dos enteros positivos, la suma de estos enteros es positiva”. Luego introducimos las variables x y y para obtener “Para todas los enteros positivos x y y , yx + es positivo”. Por consiguiente, podemos expresar esta afirmación como ))0()0()0(( >+→>∧>∀∀ yxyxyx , donde el dominio consiste de todos los números enteros. Ejemplo 28. Formalizar la afirmación “Todo número real, excepto el cero tiene un inverso para el producto”. Solución. Primero reescribimos la frase como “Para todo número real x , excepto el cero, x tiene un inverso para el producto”. Esta proposición se puede escribir de nuevo como “Para todo número real x , si 0≠x , entonces existe un número real y tal que 1=xy ”. Esta última se puede expresar como ))1()0(( =∃→≠∀ xyyxx . El dominio es todo el conjunto de los números reales. Un ejemplo bastante familiar y muy importante en cálculo diferencial es el concepto de límite, en el ejemplo siguiente se expresará dicho concepto utilizando cuantificadores y conectivos lógicos. Ejemplo 29. (Se requiere de cálculo) enunciar la definición de límite utilizando cuantificadores. Solución. Recordemos que la proposición Lxflím
 ax=
 →)( significa que para todo número
 real 0>ε , existe un número real 0>δ tal que ε<− Lxf )( siempre que δ<−< ax0 .
 Esta definición de límite se puede escribir utilizando cuantificadores como ))(0( εδδε <−→<−<∀∃∀ Lxfaxx , donde el dominio para las variables δ y ε
 consiste de todos los números reales positivos y para x consiste de todos los números reales. Ésta definición se puede escribir también como
 ))(0(00 εδδε <−→<−<∀>∃>∀ Lxfaxx , donde el dominio para las variables δ y
 ε consiste de todos los números reales en vez de sólo los reales positivos. Las proposiciones con varios cuantificadores anidados se pueden negar aplicando sucesivamente las reglas de negación de las proposiciones que contienen un único cuantificador. Esto se ilustra en los ejemplos 30-32. Ejemplo 30. Negar la proposición )1( =∃∀ xyyx . De tal forma que ninguna negación preceda al cuantificador.
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 Solución. Aplicando sucesivamente las reglas para negar proposiciones dadas en la sección 3.7, podemos mover la negación en )1( =∃¬∀ xyyx dentro de todos los cuantificadores. Luego )1()1()1()1( ≠∀∃≡=¬∀∃≡=¬∃∃≡=∃¬∀ xyyxxyyxxyyxxyyx . Ejemplo 31. Negar la proposición “No existe ninguna mujer que haya viajado en un vuelo de cada una de las aerolíneas del mundo”. Solución. La afirmación anterior es la negación de la proposición “Hay una mujer que ha viajado en un vuelo en cada una de las aerolíneas del mundo” del ejemplo 26. Por el ejemplo 26, la proposición se puede expresar como )),(),(( afQfvPfav ∧∃∀¬∃ , donde
 ),( fvp es “v ha viajado en f ” y ),( afQ es “ f es un vuelo de la aerolínea a ”. Aplicando sucesivamente las reglas para negar proposiciones dadas en la sección 3.7 y las leyes de De Morgan podemos mover la negación en )),(),(( afQfvPfav ∧∃∀¬∃ dentro de todos los cuantificadores y obtener:
 )),(),((
 )),(),((
 )),(),((
 )),(),(()),(),((
 afQfvPfav
 afQfvPfav
 afQfvPfav
 afQfvPfavafQfvPfav
 ¬∨¬∀∃∀≡
 ∧¬∀∃∀≡
 ∧¬∃∃∀≡
 ∧∃¬∀∀≡∧∃∀¬∃
 Esta última proposición afirma que “para toda mujer hay una aerolínea tal que, para todo vuelo, esta mujer no ha viajado en ese vuelo o ese vuelo no es de esa aerolínea”. Ejemplo 32. Utilizar cuantificadores para expresar que el )(xflím ax→ no existe.
 Solución. Decir que el )(xflím ax→ no existe significa que para todos los números reales L ,
 Lxflím ax ≠→ )( . Utilizando el ejemplo 29, la proposición Lxflím ax ≠→ )( se puede
 expresar como ))(0(00 εδδε <−→<−<∀>∃>¬∀ Lxfaxx . Aplicando
 sucesivamente las reglas de negación de expresiones cuantificadas obtenemos: ))(0(00 εδδε <−→<−<∀>∃>¬∀ Lxfaxx
 ≡ ))(0(00 εδδε <−→<−<∀>¬∃>∃ Lxfaxx
 ≡ ))(0(00 εδδε <−→<−<¬∀>∀>∃ Lxfaxx
 ≡ ))(0(00 εδδε <−→<−<¬∃>∀>∃ Lxfaxx
 ≡ ))(0(00 εδδε <−¬∧<−<∃>∀>∃ Lxfaxx
 ≡ ))(0(00 εδδε ≥−∧<−<∃>∀>∃ Lxfaxx .
 Utilizamos la equivalencia qpqp ¬∧≡→¬ )( en el penúltimo paso. Debido a que
 )(xflím ax→ no existe, significa que para todos los números reales L , Lxflím ax ≠→ )( , la
 proposición se puede expresar como ))(0(00 εδδε ≥−∧<−<∃>∀>∃∀ LxfaxxL .
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 Esta última proposición afirma que “para cada número real L hay un número real 0>ε tal que para todo número real 0>δ existe un número real x tal que
 εδ ≥−∧<−< Lxfax )(0 .
 3.11. El orden de los cuantificadores Muchas proposiciones matemáticas utilizan varios cuantificadores con funciones proposisionales de más de una variable. Es fundamental tener en cuenta que el orden de los cuantificadores es importante, a no ser que todos los cuantificadores sean universales o que todos sean existenciales. Este hecho se ilustra en los ejemplos 33, 34 y 35. Para cada uno de estos ejemplos el dominio de las variables en cuestión consiste del conjunto de todos los números reales. Ejemplo 33. Sea ),( yxP la proposición “ xyyx +=+ ”. ¿Cuál es el valor de verdad de la proposición ),( yxyPx∀∀ ? Solución. La proposición ),( yxyPx∀∀ representa la expresión “Para todo número real x y todo número real y , xyyx +=+ ”. Como ),( yxP es verdadera para todos los números reales x y y , la proposición ),( yxyPx∀∀ es verdadera. Ejemplo 34. Sea ),( yxQ la proposición “ 0=+ yx ”. ¿Cuál es el valor de verdad de las proposiciones ),( yxyQx∃∀ y ),( yxxQy∀∃ ? Solución. La proposición ),( yxyQx∃∀ significa “Para todo número real x hay un número real y tal que ),( yxQ ”. Dado un número real x , se puede hallar un número real y tal que
 0=+ yx ; a saber xy −= . Por lo tanto, la proposición ),( yxyQx∃∀ es verdadera. Ahora, la proposición ),( yxxQy∀∃ representa la expresión “Hay un número real y tal que para todo número real x , ),( yxQ ”. Para cada y elegido, hay un único valor de x para el cual 0=+ yx . Como no hay un número real y tal que 0=+ yx para todos los números reales x , la proposición ),( yxxQy∀∃ es falsa. El ejemplo 34 muestra que el orden en que aparecen los cuantificadores es importante. Las proposiciones ),( yxyQx∃∀ y ),( yxxQy∀∃ no son lógicamente equivalentes. La proposición ),( yxyQx∃∀ es verdadera, si, y sólo si, para todo valor de x hay un valor de y para el cual ),( yxQ es verdadera. Por lo tanto, para que esta proposición sea verdadera,
 no importa la elección de x , debe haber un valor de y (posiblemente dependiente del valor que se escoja para x ) para el cual ),( yxQ es verdadera. Por otra parte, la proposición
 ),( yxxQy∀∃ es verdadera si, y sólo si, hay un y que hace ),( yxQ verdadera para todo x . Por lo tanto, para que esta proposición sea verdadera, debe haber un valor particular de y para el cual ),( yxQ es verdadera, sin importar el valor que se elija de x . En otras palabras,
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 en el primer caso y puede depender de x , mientras que en el segundo caso y es una constante independiente de x . De estas observaciones se sigue que si ),( yxxQy∀∃ es verdadera, entonces ),( yxyQx∃∀ debe ser también verdadera. Sin embargo, si ),( yxyQx∃∀ es verdadera, no es necesario que ),( yxxQy∀∃ sea también verdadera. También son comunes en matemáticas las proposiciones cuantificadas con más de dos variables, como el siguiente caso. Ejemplo 35. Supongamos que la expresión ),,( zyxQ es la función proposicional que significa que “ zyx =+ ”. ¿Cuáles son los valores de verdad de las proposiciones siguientes
 ),,( zyxzQyx ∃∀∀ y ),,( zyxyQxz ∀∀∃ ? Solución. Supongamos que asignamos valores a x y y . Entonces, existe un número real z tal que zyx =+ . Por lo tanto, la proposición ),,( zyxzQyx ∃∀∀ que es la expresión “Para todos los números reales x y y hay un número real z tal que zyx =+ ”, es verdadera. El orden de los cuantificadores aquí importa, ya que ),,( zyxyQxz ∀∀∃ es la expresión “Hay un número real z tal que para todos los números reales x y y se cumple que zyx =+ ”, la cual es falsa, ya que ningún valor de z satisface la ecuación zyx =+ para todos los valores de x y y . La siguiente tabla establece los valores de verdad para proposiciones cuantificadas de funciones proposicionales con dos variables. Proposiciones cuantificadas de dos variables Proposición ¿Cuándo es verdadera? ¿Cuándo es falsa?
 ),( yxyPx∀∀ ),( yxxPy∀∀
 ),( yxP es verdadera para todo par x ,
 y . Hay un par x , y para el cual
 ),( yxP es falsa.
 ),( yxyPx∃∀ Para todo x hay un y para el cual
 ),( yxP es verdadera. Hay un x tal que ),( yxP es falsa
 para todo y .
 ),( yxyPx∀∃ Hay un x para el cual ),( yxP es
 verdadera para todo y . Para todo x hay un y para el cual
 ),( yxP es falsa.
 ),( yxyPx∃∃ ),( yxxPy∃∃
 Hay un par x , y para el cual ),( yxP es verdadera.
 ),( yxP es falsa para todo par x , y .
 Aun cuando los cuantificadores universal y existencial no se pueden intercambiar, como se observo en los ejemplos 34 y 35, se nos permite intercambiar los cuantificadores universales, y lo mismo sucede con los cuantificadores existenciales. Esto se indica mediante las dos siguientes equivalencias: ),( yxyPx∀∀ ≡ ),( yxxPy∀∀
 ),( yxyPx∃∃ ≡ ),( yxxPy∃∃ .
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 Ejercicios 1. Traduzca cada una de las siguientes proposiciones a lenguaje natural, donde el dominio
 para todas las variables es el conjunto de los números reales. a) )( yxyx <∃∀ b) ))0())0()0((( ≥→≥∧≥∀∀ xyyxyx c) )( zxyzyx =∃∀∀
 2. Sea ),( yxQ la expresión “ x ha enviado un correo electrónico a y ”, donde el dominio
 tanto para x como para y consiste en todos los estudiantes de tu clase. Exprese cada una de las siguientes proposiciones en lenguaje natural. a) ),( yxyQx∃∃ b) ),( yxyQx∀∃ c) ),( yxyQx∃∀ d) ),( yxxQy∀∃ e) ),( yxxQy∃∀ f) ),( yxyQx∀∀
 3. Supongamos que mediante la expresión ),( yxW queremos expresar que el estudiante x ha visitado la página web y , donde el dominio para x consiste de todos los estudiantes de tu facultad y para y consiste de todas las páginas web. Exprese cada una de las siguientes proposiciones en lenguaje natural. a) )mwww.att.co,Sara(W b) rg)www.imdb.o,(xxW∃
 c) )José,( yyW∃ d) ))Cindy,()Yuri,(( yWyWy ∧∃ e) ))),()David,(((David)( zyWzWyzy →∧≠∀∃ f) ))),(),(()(( zyWzxWyxzyx ↔∧≠∀∃∃
 4. Supongamos que mediante la expresión ),( yxT queremos expresar que al estudiante x le gusta la cocina del país y , donde el dominio para x consiste de todos los estudiantes de tu facultad y para y consiste de todos los países con cultura culinaria propia. Exprese cada una de las siguientes proposiciones en lenguaje natural. a) japonesa)Abdallah,(T¬ b) mexicana),(coreana),( xxTxxT ∀∧∃ c) ))Juan,()Mónica,(( yTyTy ∨∃ d) ))),(),(()(( yzTyxTzxyzx ∧¬→≠∃∀∀ e) )),(),(( yzTyxTyzx ↔∀∃∃ f) )),(),(( yzTyxTyzx ↔∃∀∀
 5. Sea ),( yxL la expresión “ x quiere a y ”, donde el dominio tanto para x como para y consiste en todas las personas del mundo. Utilice sólo la función proposicional ),( yxL y cuantificadores para expresar cada una de las siguientes proposiciones. a) Todo el mundo quiere a Jaime. b) Todo el mundo quiere a alguien.
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 c) Hay alguien a quien todo el mundo quiere. d) Nadie quiere a todo el mundo. e) Hay alguien a quien Lidia no quiere. f) Hay alguien a quien no le quiere nadie. g) Hay exactamente una persona a quien todo el mundo quiere. h) Hay exactamente dos personas a quienes Lidia quiere. i) Todo el mundo se quiere así mismo. j) Hay alguien que no quiere a los que están a su lado.
 6. Sea )(xE la expresión “ x es un estudiante”, )(xP la expresión “ x es un profesor” y ),( yxQ la expresión “ x ha hecho una pregunta a y ”, donde el dominio consiste de
 todas las personas de tu facultad. Utilice sólo la funciones proposicionales E , P y Q y cuantificadores para expresar cada una de las siguientes proposiciones. a) Luis ha hecho una pregunta al profesor Michael. b) Todos los estudiantes le han hecho una pregunta al profesor Gross. c) Algún estudiante no ha hecho una pregunta a ninguno de los profesores. d) Todos los profesores bien han hecho una pregunta al profesor Miller o bien han sido
 preguntados por el profesor Miller. e) Hay un profesor al que ningún estudiante ha hecho nunca una pregunta. f) Algún estudiante ha hecho una pregunta a cada uno de los profesores. g) Hay un profesor que ha hecho una pregunta a cada uno de los otros profesores. h) Algún estudiante no ha sido preguntado nunca por un profesor.
 7. Sea ),( yxM “ x ha enviado a y mensajes por correo electrónico” y ),( yxT “ x ha telefoneado a y ”, donde el dominio consiste de todos los estudiantes de tu clase. Utilice sólo la funciones proposicionales M y T , cuantificadores y conectivos lógicos para expresar cada una de las siguientes proposiciones. (Suponga que todos los mensajes enviados fueron recibidos…, que no es lo que siempre sucede). a) Carmen nunca ha enviado un mensaje por correo electrónico a Kiko. b) Marlen nunca ha enviado un mensaje por correo electrónico o telefoneado a Sara. c) José nunca ha recibido un mensaje por correo electrónico de Débora. d) Todos los estudiantes de tu clase han enviado un mensaje por correo electrónico a
 Kent. e) Nadie de tu clase ha telefoneado a Nina. f) Todo el mundo en tu clase ha telefoneado a Javier o le ha enviado un mensaje por
 correo electrónico. g) Hay un estudiante en tu clase que ha enviado a cada uno de los demás un mensaje
 por correo electrónico. h) Hay un estudiante en tu clase que ha enviado un mensaje por correo electrónico o ha
 telefoneado a cada uno de los demás. i) Hay dos estudiantes en tu clase que se han enviado mutuamente un mensaje por
 correo electrónico. j) Hay un estudiante que se ha enviado así mismo un mensaje por correo electrónico. k) Hay un estudiante en tu clase que no ha recibido un mensaje por correo electrónico
 de ningún otro estudiante de la clase ni tampoco ha sido telefoneado por otro estudiante.
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 l) Todos los estudiantes de la clase bien han recibido un mensaje por correo electrónico de otro estudiante de la clase o bien ha sido telefoneado por otro estudiante de la clase.
 m) Hay al menos dos estudiantes en tu clase tales que uno ha enviado al otro un mensaje por correo electrónico y el segundo ha telefoneado al primero.
 n) Hay dos estudiantes en tu clase que entre ambos bien han enviado un mensaje por correo electrónico o bien han telefoneado a cada uno de los demás miembros de la clase.
 8. Utilice cuantificadores y funciones proposicionales con más de una variable (si es
 necesario) para expresar las siguientes afirmaciones. a) Todo estudiante de ingeniería necesita un curso de lógica. b) Hay un estudiante en esta clase que tiene un computador personal. c) Todo estudiante de esta clase ha cursado al menos una asignatura de matemáticas. d) Hay un estudiante en esta clase que ha cursado al menos un curso de matemáticas. e) Todo estudiante de esta clase ha estado en todos los edificios del campus. f) Hay un estudiante en esta clase que ha estado en todos los salones de al menos un
 edificio del campus. g) Todo estudiante de esta clase ha estado al menos en un salón de cada edificio del
 campus.
 9. Exprese cada una de las siguientes proposiciones utilizando operadores matemáticos y lógicos, funciones proposicionales y cuantificadores. El dominio consiste de todos los números enteros. a) La suma de dos enteros negativos es negativa. b) La diferencia de dos enteros positivos no es necesariamente positiva. c) La suma de los cuadrados de dos enteros es mayor o igual que el cuadrado de la
 suma. d) El valor absoluto del producto de dos enteros es el producto de sus valores
 absolutos.
 10. Utilice funciones proposicionales, cuantificadores, conectivos lógicos y operadores matemáticos para expresar la proposición que dice que todo entero positivo es la suma de los cuadrados de cuatro enteros.
 11. Exprese cada una de las siguientes proposiciones utilizando operadores matemáticos y
 lógicos, funciones proposicionales y cuantificadores. El dominio consiste de todos los números reales. a) El producto de dos reales negativos es positivo. b) La diferencia entre un número real y él mismo es cero. c) Todo real positivo tiene exactamente dos raíces cuadradas. d) Un real negativo no tiene raíces reales.
 12. ¿Cuáles son los valores de verdad de las siguientes proposiciones?
 a) )()(! xxPxxP ∃→∃ b) )(!)( xxPxxP ∃→∀
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 c) )()(! xxPxPx ¬∀→¬∃
 13. Escriba )(! xxP∃ , donde el dominio consiste de los enteros 1, 2 y 3, en términos de negaciones, conjunciones y disyunciones.
 14. Considere la función proposicional )(xP : “ 1>x ”. Dé un ejemplo de dominio para el cual la proposición )(! xxP∃ sea verdadera y otro ejemplo de dominio para el cual la proposición )(! xxP∃ sea falsa.
 15. Sea ),( yxP la función proposicional “ xy 2−= ”, donde el dominio para las variables es
 el conjunto de los números enteros. Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones. a) ),(!),(! yxxPyyxyPx ∀∃→∃∀ b) ),(!),(! yxyPxyxxPy ∃∀→∀∃
 16. Resuelva el ejercicio anterior si ),( yxP la función proposicional “ yx + es par”. 17. Demuestre que cada una de las siguientes proposiciones se pueden utilizar para expresar
 el hecho de que hay un único elemento x tal que )(xP es verdadera. (Tenga en cuenta que ésta es la proposición )(! xxP∃ ). a) ))(( yxyPyx =↔∀∃ b) ))()(()( yxyPxPyxxxP =→∧∀∀∧∃
 c) )))(()(( yxyPyxPx =→∀∧∃
 18. Traduzca cada una de las siguientes proposiciones a lenguaje natural que exprese una afirmación matemática. El dominio en cada caso consiste del conjunto de los números reales. a) )( yxyyx =∀∃ b) ))0())0()0((( >→<∧<∀∀ xyyxyx
 c) ))()(( 2 yxyxyx <∧>∃∃ d) )( zyxzyx =+∃∀∀
 19. Determine el valor de verdad de cada una de las siguientes proposiciones si el dominio de todas las variables es el conjunto de todos los números enteros.
 a) )( 2 mnmn <∃∀ b) )( 2mnmn <∀∃ c) )0( =+∃∀ mnmn d) )( mnmmn =∀∃
 e) )5( 22 =+∃∃ mnmn f) )6( 22 =+∃∃ mnmn g) )14( =−∧=+∃∃ mnmnmn h) )24( =−∧=+∃∃ mnmnmn
 20. Suponga que el dominio de la función proposicional ),( yxP consiste en los pares x y
 y , donde x es 1, 2 o 3 y y es 1, 2 o 3. Escriba las siguientes proposiciones utilizando disyunciones y conjunciones. a) ),( yxyPx∀∀ b) ),( yxyPx∃∃ c) ),( yxyPx∀∃ d) ),( yxxPy∃∀
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 21. Exprese la negación de cada una de las siguientes proposiciones de tal forma que todos los símbolos de negación no precedan a los cuantificadores. a) ),,( zyxzTyx ∀∃∀ b) ),(),( yxyQxyxyPx ∃∀∨∃∀ c) )),,(),(( zyxzRyxPyx ∃∧∃∀ d) )),(),(( yxQyxPyx →∃∀
 22. Reescriba cada una de las siguientes proposiciones de tal forma que las negaciones aparezcan sólo dentro de las funciones proposicionales (es decir, de tal forma que ninguna negación esté fuera de un cuantificador o de una expresión con conectivos lógicos). a) ),( yxyPx∀¬∀ b) ),( yxxPy∃¬∀ c) )),(),(( yxQyxPxy ∨∀¬∀ d) )),(),(( yxyQxyxPyx ∀∀∧¬∃∃¬ e) )),,(),,(( zyxyPzzyxzPyx ∀∃∧∀∃¬∀
 23. Exprese cada una de las siguientes proposiciones utilizando cuantificadores. Luego forme la negación de la proposición de tal forma que ninguna negación quede a la izquierda del cuantificador. Después, exprese la negación en lenguaje natural. (No se limite a usar la expresión “No se cumple que …”). a) Cada estudiante de esta clase ha cursado exactamente dos asignaturas de
 matemáticas en esta facultad. b) Alguien ha visitado todos los países del mundo, excepto Libia. c) Nadie ha escalado todas las montañas del Himalaya. d) Todo actor ha participado en una película con Kevin Bacon o ha participado en una
 película con algún otro actor que ha participado en una película con Kevin Bacon.
 24. Encuentre un contraejemplo, si es posible, para las siguientes proposiciones cuantificadas universalmente, donde el dominio de todas las variables consiste en todos los números enteros.
 a) )( 22 yxyxyx =→=∀∀ b) )( 2 xyyx =∃∀
 c) )( xxyyx ≥∀∀ c) )( 32 yxyx ≠∀∀ 25. Utilice cuantificadores para expresar la propiedad asociativa para el producto de
 números reales. 26. Determine el valor de verdad de la proposición )1( =∃∀ xyyx si el dominio es:
 a) Los números reales no nulos. b) Los números enteros no nulos. c) Los números reales positivos.
 3.12. Validez Los argumentos lógicos tienen que ser válidos en todas las circunstancias. Si un argumento ha de ser correcto, tendrá que ser verdadero para todas las interpretaciones. Esto nos lleva al concepto de validez, que se define de la forma siguiente:
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 Definición 3.7 Una expresión lógica que es siempre verdadera, no importa las funciones proposicionales que la componen ni las asignaciones posibles para las variables, se dice que es válida. Una expresión lógica que es siempre falsa se llama contradictoria. Finalmente, una expresión lógica que no es ni válida ni contradictoria se dice que es viable; es decir si existe una interpretación para la cual la expresión lógica es verdadera. Por lo tanto, si una expresión lógica A es válida, entonces A¬ es contradictoria. Si A no es válida, entonces A¬ es viable. Las expresiones válidas en el Cálculo de Predicados juegan el mismo papel que las tautologías en el Cálculo Proposicional. La noción de validez nos permite definir las implicaciones y las equivalencias lógicas de manera similar como se hizo en el capítulo uno. Definición 3.8 Sean A y B dos expresiones lógicas. Un condicional, BA → , que es una expresión valida, se llama una implicación lógica, y se denota por BA⇒ , se dice también que A implica lógicamente a B . Un bicondicional, BA ↔ , que es una expresión valida, se llama una equivalencia lógica, y se denota por BA ⇔ ó BA ≡ , se dice también que A y B son lógicamente equivalentes. Tal como en cálculo proposicional, se pueden utilizar las equivalencias lógicas para manipular expresiones, y se pueden utilizar las implicaciones lógicas como base para hacer deducciones correctas. El siguiente ejemplo muestra una expresión que es válida. Ejemplo 36. Demostrar que )())(( xxQPxQPx ∀→≡→∀ , donde P es cualquier proposición. Solución. Dado que P es o bien verdadera o bien falsa, esto significa que en lugar de
 )())(( xxQPxQPx ∀→≡→∀ se puede demostrar la validez de las dos siguientes equivalencias )())(( xxQVxQVx ∀→≡→∀ y )())(( xxQFxQFx ∀→≡→∀ . Puesto que
 )(xQV → es )(xQ , el lado izquierdo de la primera equivalencia se reduce a )(xxQ∀ . Por una razón similar, el lado derecho de ésta misma equivalencia se reduce a )(xxQ∀ y
 )()( xxQxxQ ∀↔∀ es evidentemente válida. Además, la segunda equivalencia es válida porque ambos lados son siempre verdaderos: )(xQF → es trivialmente verdadero, y también lo es )(xxQF ∀→ . En conclusión, )())(( xxQPxQPx ∀→≡→∀ es válida independientemente de que P sea verdadera o falsa. Las expresiones válidas del cálculo de predicados también se aplican a la forma de la proposición, como en el cálculo proposicional, en el sentido de que se puede hacer que cada variable lógica represente una expresión. Por supuesto, la particularización tiene que ser congruente, en el sentido de que un mismo símbolo debe representar a una misma expresión. Además hay que prestar especial atención a las variables libres y ligadas.
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 Para demostrar esto, consideremos la equivalencia del ejemplo anterior. En esta expresión, P se puede sustituir por cualquier expresión, siempre y cuando esa expresión no contenga a x como variable libre, y esa sustitución no afecte su validez. Por ejemplo, supongamos que P representa “Brilla el sol”, Q representa “Hace buen tiempo” y )(xH representa “ x es feliz”. Entonces se tiene, a partir de )())(( xxQPxQPx ∀→≡→∀ , que
 )()())()(( xxHQPxHQPx ∀→∧≡→∧∀ . Por lo tanto, si es cierto para todo el mundo que si brilla el sol y hace buen tiempo, entonces son felices, se puede concluir que si brilla el sol y hace buen tiempo, entonces todo el mundo es feliz. La P se puede sustituir, incluso, por una función proposicional que contenga una variable libre. Por ejemplo, supongamos que )(yS significa “ y está cantando”, y )(xF significa “ x es feliz”, tal como antes. Entonces se puede particularizar
 )())(( xxQPxQPx ∀→≡→∀ para obtener )()())()(( xxFySxFySx ∀→≡→∀ . Sin embargo la expresión que sustituya a P no debe contener a x como variable libre. Para ver por qué no debe hacerse esto, consideremos la siguiente equivalencia, que ya no es válida,
 ))()(()))()((( xxFxSxFxSx ∀→↔→∀ . En este caso, ))()(( xFxSx →∀ representa “Todo el que canta es feliz”, mientas que el lado derecho representa “Si x canta, entonces todo el mundo es feliz”, y estas dos frases son distintas. Aunque puede ser cierto que todo el que canta es feliz, también puede ser cierto al mismo tiempo que nadie sea feliz si x canta. Las dos frases son distintas porque la última x de )()( xxFxS ∀→ está ligada, pero la primera x de )()( xxFxS ∀→ es libre. Las dos apariciones de x son, por lo tanto, variables distintas, y ))()(()))()((( xxFxSxFxSx ∀→↔→∀ ya no es un caso válido de
 )())(( xxQPxQPx ∀→≡→∀ . En conclusión, si cualquier proposición que aparezca más de una vez en una expresión válida se sustituye por una función proposicional que contenga una variable libre, entonces hay que preocuparse de que esa variable no pase a estar ligada en el procedimiento. En caso contrario, el resultado puede ser no válido. Dado que la validez es muy importante, serían muy convenientes unos métodos que permitieran demostrar si una expresión es o no válida. Desafortunadamente, no hay métodos que funcionen en todos los casos. De hecho, el problema es del tipo que se denomina indecidible. Los problemas indecidibles no tienen una solución general, en el sentido de que no existe un método que pueda proporcionar de modo fiable una respuesta para el problema. Si un problema es indecidible, entonces tiene uno que buscar casos especiales, o bien hay que contentarse con métodos que a veces no llegan a dar una respuesta; típicamente, esto sucede porque caen en algún tipo de bucle. Un método para demostrar que una expresión es válida consiste en mostrar que su negación es contradictoria. Este método se discutirá más adelante. En primer lugar, presentamos métodos que se pueden utilizar para mostrar que una expresión dada no es válida. Una expresión A es válida si no hay ninguna función proposicional ni ninguna asignación para las variables que genere en A un valor de verdad F . Para determinar que A no es válida, es entonces suficiente dar un contraejemplo; es decir, basta con proporcionar una función proposicional o bien una asignación para las variables que genere un valor de verdad F en A . En forma equivalente, basta con determinar que A¬ es viable. Para determinar la no validez, consideremos los siguientes dos ejemplos.
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 Ejemplo 37. Demostrar que la expresión )()( xxPxxP ∀→∃ no es válida. Solución. Recordemos que la negación de una expresión de la forma BA → es BA ¬∧ . Para mostrar que el condicional )()( xxPxxP ∀→∃ es falso, es suficiente hallar un caso que haga que el antecedente sea verdadero y el consecuente falso. Si )(xP es cierto para algún x , esto no justifica, evidentemente, que )(xP sea cierto para todo x . Debemos encontrar un caso que haga que )(xxP∃ sea verdadero, y que )(xxP∀ sea falso. En otras palabras, que haga que )()( xxPxxP ¬∀∧∃ sea verdadero. No es difícil hallar el contraejemplo. Seleccionemos dos individuos a y b y asignemos a )(aP el valor de verdad V y a )(bP
 el valor de verdad F . Entonces, existe un x , concretamente ax = , tal que )(xP es verdadero, lo cual significa que )(xxP∃ es verdadero. Sin embargo, )(xxP∀ es falso. Ejemplo 38. Demostrar que la expresión )()())()(( xxQxxPxQxPx ∀∨∀→∨∀ no es válida. Solución. Como en el ejemplo anterior, vamos a buscar un caso que haga que el antecedente sea verdadero y el consecuente falso. Supongamos que se tienen dos funciones proposicionales )(xP y )(xQ donde el dominio para x son los dos únicos individuos a y
 b . Las asignaciones para a y b están dadas por la tabla siguiente:
 x )(xP )(xQ )()( xQxP ∨ a V F V b F V V
 La tabla también proporciona el valor de verdad de )()( xQxP ∨ . A partir de esta tabla se puede observar que ))()(( xQxPx ∨∀ es verdadero, mientras que )()( xxQxxP ∀∨∀ es falso. Para ver por qué no es verdadero )()())()(( xxQxxPxQxPx ∀∨∀→∨∀ , obsérvese que ))()(( xQxPx ∨∀ indica que para todo x , o bien )(xP o bien )(xQ es verdadero. Por otra parte )()( xxQxxP ∀∨∀ , indica que )(xP es verdadero para todo x , o bien )(xQ es verdadero para todo x . Por ejemplo, si )(xP y )(xQ significan “ x tiene zapatos marrones” y “ x tiene zapatos negros”, respectivamente, entonces, ))()(( xQxPx ∨∀ significa que todo el mundo tiene o bien zapatos marrones o bien zapatos negros, mientras que )()( xxQxxP ∀∨∀ significa que o bien todo el mundo tiene zapatos marrones o bien todo el mundo tiene zapatos negros. En otras palabras, además de que todos los zapatos tienen que ser marrones o negros para satisfacer )()( xxQxxP ∀∨∀ , todos los zapatos tienen que ser, además, del mismo color. Esta condición es, evidentemente, más fuerte que el hecho de requerir que todos los zapatos sean marrones o negros. Como se dijo anteriormente, el problema de demostrar si una expresión es no válida es indecidible. Por lo tanto, es importante conocer los casos en que esta demostración es sencilla. Por ejemplo, todas las tautologías son validas. Por consiguiente, toda expresión que se pueda reducir a una tautología es válida automáticamente.
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 Otras expresiones son válidas por definición. Por ejemplo, )(xxP∀ debe implicar )(tP para cualquier t . Si se dispone de estas demostraciones sencillas, hay que utilizarlas. Sin embargo, dado que el problema es indecidible, no existe un método aplicable en general que, dada cualquier expresión, pueda determinar de forma fiable si la expresión es o no válida. Sin embargo, existen métodos que funcionan en un gran número de casos. El método que se utiliza con más frecuencia está basado en el hecho de que si una expresión A es válida, entonces A¬ tiene que ser contradictoria; método analizado en el capítulo anterior, conocido como “demostración por contradicción o demostración por reducción al absurdo”. En los siguientes dos ejemplos, utilizaremos éste método de prueba indirecta, para determinar la validez de una expresión. Ejemplo 39. Demostrar que la siguiente expresión )()( xPxxxP ¬¬∀→∀ es válida. Solución. Para demostrar que )()( xPxxxP ¬¬∀→∀ es válida, hay que probar que no hay ningún caso que haga verdadera a )(xxP∀ , al mismo tiempo que hace que la negación del consecuente )(xPx¬∀ sea falsa. En otras palabras, hay que mostrar que no hay ningún caso que haga verdaderas tanto a )(xxP∀ como a )(xPx¬∀ . Esto es inmediato, es imposible que )(xP sea verdadero para todo x y que al mismo tiempo, )(xP sea falso para todo x . Esto es una contradicción, lo cual demuestra que la expresión
 )()( xPxxxP ¬¬∀→∀ es válida. Obsérvese que aun cuando la proposición )()( xPxxxP ¬¬∀→∀ es válida, la recíproca no
 lo es. Es decir, la proposición )()( xxPxPx ∀→¬¬∀ no es válida. Por ejemplo, si )(xP significa “ x tiene trabajo”, entonces )(xPx¬¬∀ quiere decir “no todo el mundo no tiene trabajo”, mientras que )(xxP∀ quiere decir “todo el mundo tiene trabajo”, y no es lo mismo lo uno que lo otro. La frase “no todo el mundo no tiene trabajo” admite la posibilidad de que existan personas que no tengan trabajo, mientras que “todo el mundo tiene trabajo” no la admite. Ejemplo 40. Demostrar que la siguiente expresión ))()(()()( xQxPxxxQxxP ∨∀→∀∨∀ es válida. Solución. Para demostrar que )()( xxQxxP ∀∨∀ implica lógicamente a ))()(( xQxPx ∨∀ , demostraremos que no puede haber un caso que haga verdadera a )()( xxQxxP ∀∨∀ al mismo tiempo que hace falsa ))()(( xQxPx ∨∀ . Para hacer esto, supongamos que
 ))()(( xQxPx ∨∀ es falsa. Esto significa que ))()(( xQxPx ∨¬∀ es verdadera, o, en forma equivalente, que ))()(( xQxPx ∨¬∃ es verdadera. Entonces, tiene que existir al menos un
 individuo para el cual ))()(( xQxP ∨¬ sea verdadero. Si este individuo es ax = , entonces ))()(( aQaP ∨¬ tiene que ser verdadero, y esto solamente es cierto si tanto )(aP como
 )(aQ son falsos, entonces )(xxP∀ y )(xx∀ tienen que ser falsos los dos. Esto implica, a su vez, que )()( xxQxxP ∀∨∀ tiene que ser falso. Se ha obtenido una contradicción (que
 )()( xxQxxP ∀∨∀ es simultáneamente verdadera y falsa), y por lo tanto ))()(()()( xQxPxxxQxxP ∨∀→∀∨∀ es válida.
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 Ejercicios 1. Demuestre que las siguientes expresiones son viables.
 a) )()())()(( yPyQyQxP ∧¬∧→ b) ),()),(),(( yxyQxxyPyxPyx ∀∀∧¬→∀∀
 2. Demuestre que las siguientes expresiones no son válidas. a) )()())()(( xxQxxPxQxPx ∀∨∀→∨∀ b) ))()(()()( xQxPxxxQxxP ∧∃→∃∧∃ c) ))()(())()(( xQxPxxxQxxP →∀→∀→∀ d) ))()(())()(())()(( zQzPzRyQyQxP →→→∧→ e) )())())()((( aQaPxQxPx ¬→¬∧→∀
 3. ¿Es válida la expresión ))()(()( xQxPxP ∨→ ? Razone su respuesta.
 4. Demuestre que las siguientes expresiones son válidas. a) ))()(())()(( xxQxxPxQxPx ∀→∀→→∀ b) ))()(()()( xQxPxxxQxxP ∨∀→∀∨∀ c) )()())()(( xxQxxPxQxPx ∃∧∃→∧∃ d) ),(),( yxxPyyxyPx ∃∀→∀∃ e) ))()()(())())()((( xRyQyPyxxRyQyPyx ∨¬∨¬∀∀→→∧∃¬∃
 5. Demuestre que las siguientes expresiones son válidas.
 a) )()())()(( xxQxxPxQxPx ∀∧∀→∧∀
 b) ))()(()()( xQxPxxxQxxP ∧∀→∀∧∀ c) )()())()(( xxQxxPxQxPx ∃∨∃→∨∃ d) ))()(()()( xQxPxxxQxxP ∨∃→∃∨∃
 Obsérvese que (a) y (b) muestran que )()())()(( xxQxxPxQxPx ∀∧∀≡∧∀ y que (c) y (d) muestran que )()())()(( xxQxxPxQxPx ∃∨∃≡∨∃ . Equivalencias dadas en la tabla de la sección 3.13 (la 9 y la 10). 3.13. Equivalencias lógicas para proposiciones cuantificadas Tal como en el caso del cálculo proposicional, se pueden utilizar las equivalencias lógicas para manipular expresiones lógicas. En particular, si A es una expresión lógica, es posible sustituir cualquier subexpresión B de A por una subexpresión C , siempre y cuando B y C sean lógicamente equivalentes. Para efectuar estos tipos de manipulaciones, es necesario tener un cierto número de equivalencias lógicas básicas. Se da este conjunto de equivalencias lógicas básicas en la siguiente tabla. Los ejemplos 44, 45 y 46 muestran, después, la forma de obtener más equivalencias a partir de este conjunto básico.
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 La tabla siguiente contiene un cierto número de equivalencias lógicas importantes. Varias de estas equivalencias se han derivado anteriormente, pero se presentan aquí una vez más para facilitar su manejo, y a menudo en forma generalizada. Obsérvese que todas las equivalencias vienen en parejas duales. A decir verdad, el cuantificador existencial pasa a ser el dual del cuantificador universal. Esto no es sorprendente, porque en dominios finitos el cuantificador universal es una conjunción, mientras que el cuantificador existencial es una disyunción (véase secciones 3.4 y 3.5 de este capítulo y sección 1.19 del capítulo 1).
 Equivalencias lógicas que implican cuantificadores 1. )()( yPyxP ≡∀
 2. )()( yPyxP ≡∃
 3. )()( yyPxxP ∀≡∀
 4. )()( yyPxxP ∃≡∃
 5. )()()( xxPaPxxP ∀∧≡∀ , para cualquier a
 6. )()()( xxPaPxxP ∃∨≡∃ , para cualquier a
 7. )()())()(( xxQyPxQyPx ∀∨≡∨∀
 8. )()())()(( xxQyPxQyPx ∃∧≡∧∃
 9. )()())()(( xxQxxPxQxPx ∀∧∀≡∧∀
 10. )()())()(( xxQxxPxQxPx ∃∨∃≡∨∃
 11. ),(),( yxxPyyxyPx ∀∀≡∀∀
 12. ),(),( yxxPyyxyPx ∃∃≡∃∃
 13. )()( xPxxxP ¬∃≡¬∀
 14. )()( xPxxxP ¬∀≡¬∃
 Muchas operaciones que contienen cuantificadores son más sencillas si las variables distintas tienen distintos nombres, porque esto evita conflictos de variables. Las leyes 3 y 4 nos permite cambiar el nombre de las variables, con el objeto de hacerlas distintas. Ejemplo 41. En la expresión )()( xxQxxP ∀∨∀ , la variable x aparece en dos ámbitos distintos. Empleando la ley 3, se puede cambiar la x del segundo cuantificador universal por una y , lo cual da lugar a )()()()( yyQxxPxxQxxP ∀∨∀≡∀∨∀ . Ejemplo 42. En la expresión )()( xxQxP ∃∧ , la variable x aparece primero libre y después ligada. Empleando la ley 4, se puede obtener )()()()( yyQxPxxQxP ∃∧≡∃∧ . Ejemplo 43. Aplicar las leyes 13 y 14 para eliminar todas las negaciones que preceden a los cuantificadores en la expresión siguiente: )),(),(( yxxQyxxPy ¬∀∧∃¬∀ . Solución. Se tiene )),(),(()),(),(( yxxQyxxPyyxxQyxxPy ¬∀∧∃¬∃≡¬∀∧∃¬∀ , ley 13 )),(),(( yxxQyxxPy ∀∨¬∃∃≡ , Morgan y DN ( ( , ) ( , ))y x P x y xQ x y≡ ∃ ∀ ¬ ∨ ∀ , ley 14.
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 En algunos casos resulta ventajoso eliminar los cuantificadores universales. Sin embargo, los cuantificadores universales no se pueden eliminar a no ser que se encuentren al principio de la expresión. En este aspecto, la equivalencia siguiente resulta interesante. Ejemplo 44. Demostrar la equivalencia: ))()(()()( yQxPyxyyQxxP ∨∀∀≡∀∨∀ . Solución. Se tiene que: ))()(()()( yyQxPxyyQxxP ∀∨∀≡∀∨∀ , ley 7 ))()(( yQxPyx ∨∀∀≡ , ley 7. Obsérvese que es de aplicación la condición consistente en que en )()( yyQxxP ∀∨∀ ,
 )(yyQ∀ no contiene la variable ligada x para aplicar la ley 7; además, cuando se aplica por segunda vez la ley 7, en ))()(( yyQxPx ∀∨∀ , la variable ligada es y , y )(xP no contiene a y . Ejemplo 45. Demostrar que las expresiones ))()(( yQxPx →∀ y )()( yQxxP →∃ son lógicamente equivalentes. Solución. ))()(())()(( yQxPxyQxPx ∨¬∀≡→∀ , equivalencia del condicional )()( yQxPx ∨¬∀≡ , ley 7 )()( yQxxP ∨¬∃≡ , ley 14 )()( yQxxP →∃≡ , equivalencia del condicional. Obsérvese de nuevo que la variable ligada es x , y )(yQ no contiene x para aplicar la ley 7. Ejemplo 46. Demostrar que las expresiones )),(),(),(( zxPzyPyxPzyx →∧∀∀∀ y
 )),()),(),((( zxPzyPyxPyzx →∧∃∀∀ son lógicamente equivalentes. Solución. )),(),(),(( zxPzyPyxPzyx →∧∀∀∀ ≡ ))),(),(),((( zxPzyPyxPyzx →∧∀∀∀ ≡ )),()),(),((( zxPzyPyxPyzx →∧∃∀∀ . El cuantificador más interno de ))),(),(),((( zxPzyPyxPyzx →∧∀∀∀ es un caso particular del lado izquierdo de la equivalencia del ejemplo anterior, y la variable ligada es en este caso y y ),( zxP no contiene y . Ejercicios 1. Determine si ))()(( xQxPx →∀ y )()( xxQxxP ∀→∀ tienen el mismo valor de verdad. 2. Muestre que ))()(( xQxPx ∨∃ y )()( xxQxxP ∃∨∃ tienen el mismo valor de verdad. 3. Verifique las siguientes equivalencias lógicas, donde A es una proposición no
 cuantificada.
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 a) ))(())(( AxPxAxxP ∧∀≡∧∀ b) ))(())(( AxPxAxxP ∧∃≡∧∃
 4. Muestre que ))()(( xQxPx ∧∃ y )()( xxQxxP ∃∧∃ no son lógicamente equivalentes. 5. Muestre que las proposiciones ),( yxyPx∀¬∃ y ),( yxPyx ¬∃∀ tienen el mismo valor
 de verdad. 6. Muestre que )()( xxQxxP ∀∨∀ y ))()(( yQxPyx ∨∀∀ son lógicamente equivalentes.
 (La nueva variable y se emplea para combinar los cuantificadores correctamente). 7. Demuestre las siguientes equivalencias
 a) ))()(()()( yQxPxyQxxP ∧∃≡∧∃ b) ))()(()()( yQxPxyQxxP ∧∀≡∧∀
 8. Demuestre las siguientes equivalencias a) ))()(()()( yQxPyxxxQxxP ∧∃∀≡∃∧∀ b) ))()(()()( yQxPyxxxQxxP ∨∃∀≡∃∨∀ c) )())()(()( xPxyQyPyxxP ¬¬∃≡∨∀∧∀
 9. Dada las expresiones a) ))()(()( xPxQxxxP →∀∧∀ y b) ))()(()( xPxQxxxP ∧∃∨∃ traslade todos los cuantificadores al comienzo de cada expresión.
 10. Sea )(xP la función proposicional “ x encuentra el error” y sea Q la proposición “el
 error del programa puede ser corregido”. Traduzca a lenguaje natural la siguiente expresión QxxP →∀ )( .
 11. Sea P equivalente a )(yyR∀ . Demuestre la siguiente equivalencia
 ))()(())(( yRxQyxxQPx ∨∀∀≡∨∀ . 12. Sea P equivalente a )(yyR∃ . Demuestre la siguiente equivalencia
 ))()(())(( yRxQyxxQPx ∨∃∃≡∨∃ . 3.14. Reglas de inferencia para proposiciones cuantificadas En el capítulo anterior tratamos las reglas de inferencia para proposiciones que no incluyen cuantificadores. Ahora describiremos algunas reglas de inferencia importantes para proposiciones que incluyen cuantificadores. Estas reglas se usan con frecuencia en las demostraciones matemáticas, a veces sin mencionarlas explícitamente. En particular, se dan las reglas de inferencia necesarias para insertar y eliminar cuantificadores universales y existenciales. Estas reglas se presentarán de manera similar a la que se utilizo en el capítulo anterior.
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 1. Particularización Universal (PU).
 )(
 )(
 aP
 xxP
 ∴
 ∀
 Es la regla de inferencia que se utiliza para concluir que )(aP es verdadera, donde a es un individuo particular del dominio, dada la premisa )(xxP∀ . Se utiliza la particularización universal cuando se concluye de la proposición “Todas las mujeres son sabias” que “Elisa es sabia”, donde Elisa es un miembro del dominio de todas las mujeres. 2. Generalización Universal (GU).
 )(
 )(
 xxP
 aP
 ∀∴ para un a arbitrario.
 Es la regla de inferencia que declara que )(xxP∀ es verdadera, dada la premisa de que
 )(aP es verdadera para todos los individuos a del dominio. Utilizamos la generalización universal cuando mostramos que )(xxP∀ es verdadera tomando un elemento arbitrario a del dominio y mostrando que )(aP es verdadera. El elemento a seleccionado debe ser un elemento arbitrario del dominio y no uno específico. La generalización universal se usa implícitamente en muchas demostraciones matemáticas; rara vez se menciona explícitamente. 3. Particularización Existencial (PE).
 )(
 )(
 aP
 xxP
 ∴
 ∃ para algún elemento a .
 Es la regla de inferencia que nos permite concluir que hay un elemento a en el dominio para el cual )(aP es verdadera si sabemos que )(xxP∃ es verdadera. Aquí no podemos seleccionar un valor arbitrario de a , sino que debe ser un a para el cual sea verdadera. Generalmente, no tenemos conocimiento de qué a es, sólo de que éste existe. Como existe, le podemos dar un nombre y continuar nuestro razonamiento. 4. Generalización Existencial (GE).
 )(
 )(
 xxP
 aP
 ∃∴ para algún elemento a .
 Es la regla de inferencia que se utiliza para concluir que )(xxP∃ es verdadera cuando se conoce un elemento particular a con )(aP verdadera. Esto es, si conocemos un elemento a del dominio para el cual )(aP verdadera, sabemos que )(xxP∃ es verdadera. Mostraremos cómo se utilizan estas reglas de inferencia en los siguientes dos ejemplos.
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 Ejemplo 47. Mostrar que las premisas “Todo el mundo en la clase de Lógica está matriculado en ingeniería” y “María es una estudiante de esta clase” implican la conclusión “María está matriculada en ingeniería”. Solución. Sean )(xP “ x está en la clase de Lógica” y )(xQ “ x está matriculado en ingeniería”. Entonces las premisas son ))()(( xQxPx →∀ y )(MP , donde M representa a María. La conclusión es )(MQ . Se pueden usar los siguientes pasos para establecer la conclusión a partir de las premisas:
 3 2, MPP )( 4)
 1 PU )()( 3)
 P )( )2
 P ))()(( 1)
 MQ
 MQMP
 MP
 xQxPx
 →
 →∀
 Ejemplo 48. Mostrar que las premisas “Un estudiante de esta clase no ha leído el libro” y “Todo el mundo en esta clase aprobó el primer parcial” implican la conclusión “Alguien que aprobó el primer parcial no ha leído el libro”. Solución. Sean )(xP “ x es de esta clase”, )(xQ “ x ha leído el libro” y )(xR “ x ha aprobado el primer parcial”. Las premisas son ))()(( xQxPx ¬∧∃ y ))()(( xRxPx →∀ . La conclusión es ))()(( xQxRx ¬∧∃ . Los pasos siguientes establecen la conclusión a partir de las premisas.
 1) ( ( ) ( )) P
 2) ( ( ) ( )) P
 3) ( ) ( ) PE 1
 4) ( ) S 3
 5) ( ) S 3
 x P x Q x
 x P x R x
 P a Q a
 P a
 Q a
 ∃ ∧ ¬
 ∀ →
 ∧ ¬
 ¬
 6) ( ) ( ) PU 2
 7) ( ) MPP 4, 6
 8) ( ) ( ) A 5, 7
 9) ( ( ) ( )) GE 8
 P a R a
 R a
 R a Q a
 x R x Q x
 →
 ∧ ¬
 ∃ ∧ ¬
 Se pueden utilizar también las reglas de inferencia para proposiciones cuantificadas dadas en esta sección para demostrar que una expresión es válida. Esto lo mostraremos en los dos siguientes ejemplos. Ejemplo 49. Demostrar que la expresión ))()(()()( xQxPxxxQxxP ∨∀→∀∨∀ es válida. (Éste ejercicio se desarrolló en el ejemplo 40 de la sección 3.12). Solución. Como ya se había dicho, para demostrar la validez se utiliza el método de demostración por contradicción. Demostraremos que la negación de la expresión
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 ))()(()()( xQxPxxxQxxP ∨∀→∀∨∀ es contradictoria. La negación de esta expresión es )))()(()()(( xQxPxxxQxxP ∨∀→∀∨∀¬ ≡ ))()(()()( xQxPxxxQxxP ∨¬∀∧∀∨∀ . Los
 siguientes pasos establecen la demostración.
 15ión contradicc deLey ))()(()()( 16)
 14y 2 1, TD 15)
 13 1,A ))()(())()(( 14)
 12 LD ))()(( 13)
 11 8,A )()( 12)
 10 Equiv. )( 11)
 9 GE )( 10)
 5 S )( 9)
 7 Equiv. )( 8)
 6 GE )( 7)
 5 S )( 6)
 4 PE )()( 5)
 3 LD ))()(( 4)
 2 Equiv. ))()(( 3)
 Supuesto ))()(( )2
 Supuesto )()( 1)
 xQxPxxxQxxP
 iónContradiccSupuesto
 xxQxxPxxQxxP
 xxQxxP
 xxQxxP
 xxQ
 xQx
 aQ
 xxP
 xPx
 aP
 aQaP
 xQxPx
 xQxPx
 xQxPx
 xxQxxP
 ∨∀→∀∨∀
 →
 ∀∨∀¬∧∀∨∀
 ∀∨∀¬
 ¬∀∧¬∀
 ¬∀
 ¬∃
 ¬
 ¬∀
 ¬∃
 ¬
 ¬∧¬
 ¬∧¬∃
 ∨¬∃
 ∨¬∀
 ∀∨∀
 Para demostrar una equivalencia, se puede utilizar el procedimiento anterior ya que, recordemos que BA ≡ es lo mismo que )()( ABBA ⇒∧⇒ . Es suficiente probar la validez de las dos expresiones BA → y AB → separadamente. Ejemplo 50. Para demostrar que )())(( xxQPxQPx ∀→≡→∀ , donde P es cualquier proposición, (éste ejercicio se demostró en el ejemplo 36 de la sección 3.12), se demuestra la validez de las dos siguientes expresiones ))(())(( xxQPxQPx ∀→→→∀ y
 )))((())(( xQPxxxQP →∀→∀→ . Ambas expresiones se demuestran por reducción al absurdo, así como se hizo en el ejemplo anterior. No es difícil hacer este par de demostraciones y las dejamos como ejercicio adicional para el lector. Nota. Las demostraciones matemáticas con frecuencia incluyen pasos donde se utilizan reglas de inferencia tanto para proposiciones como para cuantificadores. Por ejemplo, la particularización universal y el modus ponendo ponens se usan a menudo juntos. Cuando estas reglas de inferencia se combinan, las hipótesis ))()(( xQxPx →∀ y )(aP , donde a es del dominio, implican la conclusión )(aQ . Muchos teoremas en matemáticas afirman que una propiedad se cumple para todos los elementos de un conjunto en concreto, como el conjunto de los números enteros o el conjunto de los números reales. Aunque el enunciado preciso de tales teoremas requiere
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 incluir el cuantificador universal, por convención se omite. Por ejemplo, la proposición “Si yx > , donde x y y son números reales positivos, entonces 22 yx > ” significa realmente
 “Para todos los números reales positivos x y y , si yx > , entonces 22 yx > ”. Además, cuando se demuestran teoremas de este tipo, se utiliza a menudo la ley de generalización universal sin mencionarlo explícitamente. El primer paso de la demostración consiste en elegir un elemento genérico del dominio. Pasos posteriores muestran que este elemento cumple la propiedad en cuestión. La generalización universal implica que el teorema se cumple para todos los miembros del dominio. Ejercicios En los ejercicios 1 al 5 utilice “todas” las reglas de inferencia necesarias para resolverlos. 1. Demuestre )(xxQ∀ a partir de las siguientes premisas
 P ))()(( )2
 P )( 1)
 xQxPx
 xP
 →∀
 2. Demuestre )(xPx¬∀ a partir de las siguientes premisas
 P ))()(( )2
 P )( 1)
 xQxPx
 xQx
 →∀
 ¬∀
 3. Demuestre )(yyF∃ a partir de las siguientes premisas
 P ))(),(( 3)
 P )),()(( 2)
 P )( )1
 xFyxyCx
 yxyCxMx
 xxM
 →∃∀
 ∃→∀
 ∃
 4. Demuestre ))()(( xPxRx →¬∀ a partir de las siguientes premisas
 P ))())()((( 2)
 P ))()(( )1
 xRxQxPx
 xQxPx
 →∧¬∀
 ∨∀
 5. Demuestre )(xSx¬∃ a partir de las siguientes premisas
 P ))()(( 4)
 P ))()(( )3
 P )( 2)
 P ))()(( )1
 xRxSx
 xRxQx
 xPx
 xQxPx
 ¬→∀
 ∨¬∀
 ¬∃
 ∨∀
 6. Haga una deducción formal para demostrar que ),( yxyPx∃∃ implica lógicamente a
 ),( yxxPy∃∃ . 7. Haga una deducción formal para demostrar que )(xxP∀ implica lógicamente a )(xxP∃ .
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 8. ¿Qué regla de inferencia se utiliza en este famoso argumento? “Todos los hombres son mortales. Sócrates es un hombre. Por lo tanto, Sócrates es mortal”.
 9. Para cada uno de los siguientes conjuntos de premisas, ¿qué conclusión o conclusiones
 de pueden deducir? Indique las reglas de inferencia utilizadas para obtener la conclusión. a) “Todo estudiante de ingeniería tiene un computador”. “Rafael no tiene
 computador”. “Ana tiene un computador” b) “Todos los roedores roen su comida”. “Los ratones son roedores”. “Los conejos no
 roen la comida”. “Los murciélagos no son roedores”.
 10. Para cada una de las siguientes deducciones, explique qué reglas de inferencia se han utilizado en cada paso. a) “Pedro, un estudiante de esta clase, sabe programar en JAVA. Todos los que saben
 programar en JAVA pueden conseguir trabajos bien remunerados. Por lo tanto, alguien en esta clase puede conseguir un trabajo bien remunerado”.
 b) “A alguien de la clase le gusta observar las ballenas. Todas las personas a las que les gusta observar las ballenas se preocupan por la contaminación del océano. Por lo tanto, hay una persona en la clase que se preocupa por la contaminación del océano”
 c) “Cada uno de los 30 estudiantes de la clase tiene un computador. Todos los que tienen un computador pueden utilizar un editor de texto. Por lo tanto, Zacarías, un estudiante de la clase, puede utilizar un editor de texto”.
 d) “Todo el mundo en Santo Domingo vive a menos de 100 km del océano. Alguien en Santo Domingo no ha visto nunca el océano. Por lo tanto, alguien que vive a menos de 100 km del océano no ha visto nunca el océano”.
 11. Para cada una de las siguientes deducciones determine si es correcta o incorrecta y
 explique por qué. a) Todos los estudiantes de la clase entienden lógica. Javier es un estudiante de la
 clase. Por lo tanto, Javier entiende lógica. b) Todos los estudiantes de ingeniería toman lógica. Natalia toma lógica. Por lo tanto,
 Natalia es estudiante de ingeniería. c) A todos los loros les gusta la fruta. Mi pájaro no es un loro. Por lo tanto, a mi pájaro
 no le gusta la fruta. d) Los que comen verduras todos los días están sanos. Linda no está sana. Por lo tanto,
 Linda no come verduras todos los días.
 12. ¿Qué está equivocado en la siguiente deducción? Sea )(xH “ x está feliz”. Dada la premisa )(xxH∃ , concluimos que Lola)(H . Por lo tanto, Lola está feliz.
 13. ¿Qué está equivocado en la siguiente deducción? Sea ),( yxS “ x es más bajo que y ”.
 Dada la premisa )Max,(ssS∃ , se tiene que Max)Max,(S . Entonces, por generalización existencial, se sigue que ),( xxxS∃ , por lo que alguien es más bajo que él mismo.
 14. ¿Qué reglas de inferencia se utilizan para establecer las conclusiones de los argumentos
 de Lewis Carroll descritos en los ejemplos 18 y 19 de la Sección 3.9?
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 15. Demuestre la validez del siguiente argumento: “Sólo las personas que respetan a alguien son amigables”. “Cada persona o es creyente y respeta a Juan, o es amigable”. Por lo tanto, “si no todas las personas son creyentes entonces existen dos personas tales que una respeta a la otra”.
 16. Demuestre que las premisas “Sólo las buenas personas ayudan a los pobres”, “Ninguna
 buena persona es aficionada a la fotografía”, “Antonio ayuda a Juan” y “Antonio es aficionado a la fotografía” implican la conclusión “Juan no es pobre”.
 3.15. Ejercicios y temas adicionales Una proposición está en forma normal prenex (FNP) si, y sólo si, es de la forma
 1 1 2 2 1 2... ( , ,..., )k k kQ x Q x Q x P x x x , donde cada iQ , ki ..., 2, ,1= , es bien el cuantificador
 universal o bien el cuantificador existencial, y ),...,,( 21 kxxxP es una función proposicional
 que no involucra ningún cuantificador. Por ejemplo, ))(),(( yQyxPyx ∧∀∃ está en forma normal prenex, mientras que )()( xxQxxP ∀∨∃ no (ya que no todos los cuantificadores se presentan al comienzo de la expresión). Toda proposición formada con variables, funciones proposicionales y las constantes V y F , utilizando conectivos lógicos y cuantificadores, es equivalente a una proposición en forma normal prenex. El problema 2 pide mostrar este hecho. 1. Exprese las siguientes proposiciones en forma normal prenex.
 a) AxxQxxP ∨∃∨∃ )()( , donde A es una proposición que involucra cuantificadores. b) ))()(( xxQxxP ∀∨∀¬ c) )()( xxQxxP ∃→∃
 2. Muestre cómo se puede transformar una proposición arbitraria en una proposición en
 forma normal prenex que sea equivalente a la proposición dada.
 3. (Se requiere cálculo). La proposición LaLím nn =∞→ significa que para todo número
 real positivo ε hay un entero positivo N tal que ε<− Lan siempre que Nn > .
 Utilice cuantificadores para expresar la proposición LaLím nn =∞→ .
 4. (Se requiere cálculo). Utilice cuantificadores para expresar la siguiente definición: una
 sucesión { }na es una sucesión de Cauchy si para todo número real 0>ε hay un entero
 positivo N tal que ε<− nm aa para cada par de enteros positivos n y m , Nn > y
 Nm > .
 5. (Se requiere cálculo). Utilice cuantificadores para expresar la proposición nn aLím ∞→ no
 existe.
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 4. MÉTODOS DE DEMOSTRACIÓN 4.1. Introducción La matemática es obra del hombre quien a través del tiempo, ha aprovechado las experiencias anteriores, para ampliar lo que se conoce hasta ese momento, creando nuevas teorías que tienen como base lo que ya se ha creado o iniciando nuevos campos que servirán posteriormente como fundamento para nuevas ampliaciones. Por la inducción se alcanzan conclusiones generales con base en hechos obtenidos mediante el examen sistemático de muchos ejemplos que son similares en algunos aspectos. Sin embargo, no se puede confiar ciegamente en los métodos inductivos, aunque la aparición de ciertas relaciones en un número de ejemplos nos lleve fácilmente a una generalización, ya que ésta a veces puede resultar falsa para otros ejemplos. El razonamiento inductivo es lógicamente aceptable. Sólo con algunas restricciones. En la actualidad, la matemática se desarrolla fundamentalmente mediante la aplicación de técnicas deductivas y por tal motivo vamos a introducirnos en algunas de ellas, utilizando los elementos de La Lógica que estudiamos en los capítulos anteriores. Dos importantes preguntas que aparecen en el estudio de las matemáticas son: (1) ¿cuándo es correcto un argumento matemático?, y (2) ¿qué métodos se pueden utilizar para construir argumentos matemáticos? Este capítulo ayudará a resolver estas dos preguntas describiendo varios tipos de argumentos matemáticos, correctos e incorrectos (para ver sobre argumentos revísese la sección 3.9). Toda teoría matemática se inicia con varios términos que no pueden definirse por resultar demasiado evidentes o intentar dar alguna definición de los mismos nos obligaría a utilizar palabras con igual significado, que en nada aclararían la situación. Estos términos no definidos se conocen como conceptos primitivos. Por ejemplo, en geometría euclidiana las ideas de “punto” y “recta” son conceptos primitivos, no susceptibles de definición. Una vez que se tienen estos términos no definidos, se procede a darles nombre a las cosas que se van a manejar en la teoría. Estos nombres constituyen las definiciones. Dentro de la teoría se presentan ciertas proposiciones que llamamos primitivas, las cuales aceptamos sin demostración, en la misma forma que aceptamos conceptos primitivos sin definición. Estas proposiciones primitivas reciben el nombre de axiomas o postulados. Los conceptos primitivos y las proposiciones primitivas se reúnen y conforman lo que se llama un sistema de axiomas o de postulados. Una vez que se han identificado los términos no definidos, que se han dado las definiciones correspondientes y que se ha establecido el sistema de axiomas, el matemático procede a formular proposiciones que son verdaderas y que sí deben demostrarse. Estas proposiciones son los teoremas. Un teorema es una proposición que se puede demostrar que es verdadera. (A veces a los teoremas se les llama proposiciones, hechos o resultados). Demostramos que un teorema es verdadero mediante una combinación de proposiciones que constituyen un
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 argumento llamado demostración. Para construir demostraciones se necesitan métodos para derivar proposiciones nuevas, cuya validez sea consecuencia de la validez de las proposiciones conocidas. Las proposiciones que se utilizan en una demostración pueden incluir axiomas, hipótesis del teorema o teoremas demostrados previamente. Las reglas de inferencia, que son los medios utilizados para deducir conclusiones a partir de otras afirmaciones dadas, enlazan los pasos de una demostración. El término lema o corolario se emplea para cierto tipo de teoremas. Un lema es un teorema sencillo utilizado en la demostración de otros teoremas. Demostraciones complicadas son a veces más fáciles de entender haciendo uso de lemas, los cuales se demuestran por separado. Un corolario es una proposición que se puede establecer directamente a partir de un teorema que ya ha sido demostrado. Una conjetura es una proposición cuyo valor de verdad es desconocido. Cuando se encuentra una demostración para una conjetura, ésta se convierte en un teorema. Muchas veces las conjeturas resultan ser falsas, por lo que no llegan a ser teoremas. Los métodos de demostración son importantes no sólo porque se usan para demostrar teoremas matemáticos, sino por sus muchas aplicaciones en otras ciencias. Por ejemplo, en ciencias de la computación, podemos citar la verificación de que un programa de computador es correcto, establecer si un sistema operativo es seguro, hacer inferencias en el área de la inteligencia artificial o mostrar que las especificaciones de un sistema son consistentes. Por lo tanto, entender las técnicas que se utilizan en las demostraciones es esencial tanto en las matemáticas como en las ciencias de la computación; así como en las otras ciencias. En el capítulo 2 se analizaron las reglas de inferencia y algunos métodos de demostración, que nos ayudarán a clarificar cómo construir una demostración correcta. Se describieron también algunas formas frecuentes de razonamiento incorrecto, llamados falacias. Presentaremos en este capítulo varios métodos que se utilizan comúnmente para demostrar teoremas y varios tipos de errores muy frecuentes al efectuar una demostración. También analizaremos el papel que desempeñan los contraejemplos en este proceso. Muchas proposiciones matemáticas afirman que una propiedad es verdadera para todos los números enteros positivos. Uno de los principales objetivos de este capítulo, es dar al estudiante una comprensión de la inducción matemática, método que se utiliza para demostrar resultados de este tipo. Además presentamos una razón sobre la validez de la inducción matemática. Cuando un matemático trabaja, formula conjeturas e intenta demostrar que estas se cumplen o que no se cumplen. Describiremos brevemente este proceso. Mostraremos el papel que juegan los contraejemplos a la hora de resolver algunas conjeturas establecidas desde hace tiempo y discutiremos algunos problemas interesantes que aún quedan si resolver. 4.2. Tipos de demostración Muchos teoremas en matemáticas afirman que una propiedad se cumple para todos los elementos de un conjunto en concreto, como el conjunto de los números enteros o el conjunto de los números reales. Aunque el enunciado preciso de tales teoremas requiere
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 incluir el cuantificador universal, por convención se omite. Por ejemplo, la proposición “Si
 yx > , donde x y y son números reales positivos, entonces 22 yx > ” significa realmente
 “Para todos los números reales positivos x y y , si yx > , entonces 22 yx > ”. Además, cuando se demuestran teoremas de este tipo, se utiliza a menudo la ley de generalización universal sin mencionarla explícitamente. El primer paso de la demostración consiste en elegir un elemento genérico del dominio. Pasos posteriores muestran que este elemento cumple la propiedad en cuestión. La generalización universal implica que el teorema se cumple para todos los miembros del dominio. En los métodos de demostración que vamos a tratar en este capítulo adoptaremos las convenciones usuales y no haremos explícitamente uso del cuantificador universal y de la ley de generalización universal. No obstante, debería entenderse siempre cuándo se aplica esta regla de inferencia de modo implícito. Demostrar teoremas es a veces muy difícil, por lo que necesitamos todas las herramientas disponibles que nos puedan ayudar. Presentamos ahora una batería de métodos diferentes de demostración. Estos métodos deberían convertirse en parte del “repertorio para demostrar teoremas”. Dado que muchos teoremas son implicaciones, las técnicas para demostrar implicaciones son importantes. Recuerde que qp → es verdadera a no ser que p sea verdadera y q falsa. Hay que tener en cuenta que cuando se demuestra la proposición qp → , sólo hace falta demostrar que q es verdadera si p lo es (véase sección 2.4 sobre el teorema de la deducción); por lo general no se demuestra que q es verdadera. A continuación presentaremos los métodos más comunes para demostrar teoremas cuyos enunciados corresponden a implicaciones. 1. Demostraciones directas.
 La implicación qp → se puede demostrar viendo que si p es verdadera, entonces q debe ser verdadera también. Esto pone de manifiesto que la combinación p verdadera y q falsa no ocurre nunca. Una demostración de este tipo se llama demostración directa. Para llevar a cabo este tipo de demostración, se supone que p es verdadera y se utilizan reglas de inferencia y teoremas ya demostrados para demostrar que q debe ser también verdadera. Antes de dar un ejemplo de demostración directa, necesitamos una definición. Definición 4.1 El entero n es par si existe un entero k tal que kn 2= y es impar si existe un entero k tal que 12 += kn . (Obsérvese que un número entero es bien par o bien impar). Ejemplo 1. Dar una demostración directa del teorema “Si n es un entero impar, entonces
 2n es un entero impar”. Solución. Suponemos que la hipótesis de esta implicación es verdadera, es decir, que n es
 impar. Entonces existe k entero tal que 12 += kn . Luego =++=+= 144)12( 222 kkkn
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 1)22(2 2 ++ kk , siendo kk 22 2 + un entero. Por lo tanto, 2n es un número impar, es de la
 forma 12 +l , con kkl 22 2 += (es una unidad mayor que el doble de un entero). 2. Demostraciones indirectas.
 Como la implicación qp → es equivalente a su contrarrecíproca pq ¬→¬ , la implicación qp → se puede demostrar viendo que su contrarrecíproca es verdadera. La contrarrecíproca se suele demostrar directamente, pero se puede utilizar cualquier otra técnica. Un argumento de este tipo se llama demostración indirecta. Ejemplo 2. Dar una demostración indirecta del teorema “Si 23 +n es impar, entonces n es impar”. Solución. Supongamos que la conclusión de esta implicación es falsa, es decir, que n es par. Entonces, kn 2= para algún entero k . Luego )13(2262)2(323 +=+=+=+ kkkn , de donde 23 +n es par (por ser múltiplo de 2). Como la negación de la conclusión implica que la hipótesis es falsa, la implicación original es verdadera. 3. Demostraciones vacuas y triviales.
 Supongamos que la hipótesis p de una implicación qp → es falsa. Entonces, la implicación qp → es verdadera, porque la proposición tiene la forma VF → o FF → , y por lo tanto es verdadera. En consecuencia, si se puede demostrar que p es falsa, entonces se puede dar una demostración, llamada demostración vacua, de la implicación
 qp → . Las demostraciones vacuas se utilizan para establecer casos especiales de teoremas que enuncian que una implicación es verdadera para todos los enteros positivos (esto es, un teorema del tipo )(nnP∀ donde )(nP es una función proposicional). Las técnicas de demostración para teoremas de esta clase se discutirán en la sección 4.5. Ejemplo 3. Demostrar que la proposición )0(P es verdadera, donde )(nP es la función
 proposicional “Si 1>n es impar, entonces nn >2 ”. Solución. La proposición )0(P es la implicación “Si 10 > es impar, entonces 002 > ”. Como la hipótesis 10 > es falsa, la implicación )0(P es automáticamente verdadera. Nota. El hecho de que la conclusión de esta implicación, 002 > , sea falsa es irrelevante para el valor de verdad de esta implicación, porque está garantizado que una implicación con una hipótesis falsa es verdadera. Supongamos que la conclusión q de una implicación qp → es verdadera. Entonces,
 qp → es verdadera, puesto que la proposición tiene la forma VV → o VF → , lo cual es
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 cierto. Por tanto, si se puede verificar que q es verdadera, entonces se puede dar una demostración, llamada demostración trivial, de qp → . Las demostraciones triviales son importantes para casos especiales de teoremas (véase la discusión sobre la técnica de demostración por casos) y en inducción matemática, que veremos en la sección 4.5. Ejemplo 4. Sea )(nP “Si a y b son enteros positivos, ba ≥ , entonces nn ba ≥ ”. Demostrar que la proposición )0(P es verdadera. Solución. La proposición )0(P es “Si ba ≥ , entonces 00 ba ≥ ”. Como 100 == ba , la
 conclusión de )0(P es verdadera. Por lo tanto, )0(P es verdadera. Éste es un ejemplo de una demostración trivial. Nótese que la hipótesis, que es la expresión “ ba ≥ ”, no se necesito en la demostración. Un poco de estrategia para hacer demostraciones. Hemos descrito tanto las demostraciones directas como indirectas y hemos proporcionado ejemplos de cómo se utilizan; sin embargo, cuando nos enfrentamos a un teorema que debemos demostrar, ¿qué método debemos usar? Primero evalúa si una demostración directa parece eficaz. Desarrolla las definiciones dadas en las hipótesis. Luego comienza a razonar haciendo uso de ellas, junto con los axiomas y teoremas disponibles. Si no parece que conduzca a ningún sitio, intenta lo mismo con una demostración indirecta. Recuerde que en una demostración indirecta se asume que la conclusión de la implicación es falsa y se utiliza una demostración directa para demostrar que se deduce que la hipótesis debe ser falsa. A veces, cuando no hay forma obvia de conseguir una demostración directa, una demostración indirecta puede funcionar. Ilustramos esta estrategia en los ejemplos 5 y 6. Antes de presentar dichos ejemplos, necesitamos la siguiente definición. Definición 4.2 El número real r es racional si existen dos enteros p y q , 0≠q , tales que
 qpr = . Un número real que no es racional se llama irracional. Ejemplo 5. Demostrar que la suma de dos números racionales es un número racional. Solución. Primero intentamos una demostración directa. Para empezar, supongamos que r y s son números racionales. De la definición de número racional se sigue que hay dos enteros p y q , 0≠q tales que qpr = , y otros dos enteros t y u , 0≠u tales que
 uts = . ¿Se puede utilizar esta información para demostrar que sr + es racional? El paso
 siguiente obvio es sumar qpr = y uts = para obtener
 qu
 qtpu
 u
 t
 q
 psr
 +=+=+
 Como 0≠q y 0≠u , se sigue que 0≠qu . Por consiguiente, hemos expresado sr + como la razón de dos enteros, qtpu + y qu , donde 0≠qu . Esto significa que sr + es racional. Nuestro intento por encontrar una demostración directa ha tenido éxito.
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 Ejemplo 6. Demostrar que si n es un entero y 2n es impar, entonces n es impar. Solución. Primero intentamos una demostración directa. Supongamos que n es un entero y
 2n es impar. Entonces, existe un entero k tal que 122 += kn . ¿Se puede utilizar esta información para demostrar que n es impar? No parece haber un camino obvio para
 mostrar que n es impar porque las soluciones para n son de la forma 12 +±= kn , lo cual no es muy útil. Como el intento de dar una demostración directa no parece tener éxito, intentamos la demostración indirecta. Tomamos como hipótesis que n no es impar. Como todo entero que no es impar es par, n es par. Esto implica que existe un k , entero, tal que kn 2= . Para demostrar el teorema, necesitamos demostrar que esta hipótesis implica la conclusión de que 2n no es impar, es decir, de que 2n es par. ¿Podemos usar la ecuación kn 2= para llegar a esto? Elevando ambos miembros al cuadrado, obtenemos
 )2(24)2( 2222 kkkn === , lo que implica que 2n es también par, ya que tn 22 = , donde 22kt = . Hemos tenido éxito en el intento de encontrar una demostración indirecta.
 4. Demostraciones por reducción al absurdo.
 Hay otras formas de demostración que no son ni la directa ni la indirecta. Presentamos ahora varios métodos adicionales de demostración. Supongamos que se puede encontrar una contradicción q tal que qp →¬ sea verdadera, esto es, Fp →¬ es verdadera. Entonces la proposición p¬ tiene que ser falsa. Por tanto, p debe ser verdadera. Este método se utiliza cuando podemos encontrar una contradicción, como por ejemplo rr ¬∧ , de tal forma que es posible demostrar que la implicación
 )( rrp ¬∧→¬ sea verdadera. Un argumento de este tipo se llama demostración por reducción al absurdo o demostración por contradicción. Vamos a dar ahora dos ejemplos de demostraciones por reducción al absurdo.
 Ejemplo 7. Demostrar que 2 es irracional por el método de reducción al absurdo.
 Solución. Sea p la proposición “ 2 es irracional”. Supongamos que p¬ es verdadera.
 Entonces, 2 es racional. Mostraremos que esto conduce a una contradicción. Bajo el
 supuesto de que 2 es racional, existen dos enteros a y b de tal forma que ba /2 = , donde a y b no tienen factores comunes (de tal forma que no hay una fracción equivalente
 a ba / con números más pequeños). Como ba /2 = , cuando ambos miembros de la ecuación se elevan al cuadrado, se tiene que 22 /2 ba= . Luego, 222 ab = . Esto significa que 2a es par, por lo que a es par. Además, como a es par, ca 2= para algún entero c . Así que 22 42 cb = , por lo que 22 2cb = . Esto significa que 2b es par. Luego b debe ser también par.
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 Se ha demostrado que p¬ implica que ba /2 = , donde a y b no tienen factores comunes y 2 divide a a y a b . Esto es una contradicción, puesto que se ve que p¬ implica tanto r como r¬ , donde r es la proposición “ a y b son enteros sin factores comunes”.
 Por lo tanto, p¬ es falsa, es decir, “ 2 es irracional” es verdadera. Una demostración indirecta de una implicación se puede reescribir como una demostración por reducción al absurdo. En una demostración indirecta mostramos que qp → es verdadera utilizando una demostración directa para ver que pq ¬→¬ es verdadera. Esto es, en una prueba indirecta de qp → suponemos que q¬ es verdadera para mostrar que
 p¬ debe serlo. Para reescribir una demostración indirecta de qp → como una demostración por reducción al absurdo, suponemos que tanto p como q¬ son verdaderas (se debe tener en cuenta que qpqp ¬∧≡→¬ )( ). Entonces usamos los pasos de la prueba directa pq ¬→¬ para mostrar que p¬ debe ser verdadera también. Esto conduce a la contradicción pp ¬∧ , completando la demostración por reducción al absurdo. El ejemplo siguiente ilustra cómo una demostración de una implicación se puede reescribir como una demostración por reducción al absurdo. Ejemplo 8. Dar una demostración por reducción al absurdo del teorema “Si 23 +n es impar, entonces n es impar”. Solución. Suponemos que 23 +n es impar y que n no es impar, es decir, n es par. Siguiendo los mismos pasos que en la solución del ejemplo 2 (una demostración indirecta de este teorema), podemos mostrar que si n es par, entonces 23 +n es par. Esto contradice el supuesto de que 23 +n es impar, completando la demostración. 5. Demostración por casos.
 Para demostrar una implicación de la forma qppp n →∨∨∨ )...( 21 se puede utilizar la
 tautología
 )](...)()[(])...[( 2121 qpqpqpqppp nn →∧∧→∧→≡→∨∨∨
 como regla de inferencia. Esto muestra que la implicación original con una hipótesis construida mediante una disyunción de las proposiciones 1p , 2p , …, np se puede demostrar demostrando
 individualmente cada una de la n implicaciones qpi → , 1=i , 2,…, n . Tal argumento se
 llama una demostración por casos. A veces para demostrar que una implicación qp → es
 verdadera, es conveniente utilizar una disyunción de proposiciones nppp ∨∨∨ ...21 en
 lugar de una sola proposición p como hipótesis de la implicación, donde p y
 nppp ∨∨∨ ...21 son equivalentes. Consideremos el ejemplo 9.
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 Ejemplo 9. Utilizar una demostración por casos para establecer que yxxy = , donde x y
 y son números reales. (Recuerde que x , es el valor absoluto de x , es igual a x cuando
 0≥x e igual a x− cuando 0<x ).
 Solución. Sea p “ x y y son números reales” y sea q “ yxxy = ”. La proposición p es
 equivalente a 4321 pppp ∨∨∨ , donde 1p es “ 00 ≥∧≥ yx ”, 2p es “ 00 <∧≥ yx ”, 3p
 es “ 00 ≥∧< yx ” y 4p es “ 00 <∧< yx ”. Por tanto, para demostrar qp → , podemos
 verificar que qp →1 , qp →2 , qp →3 y qp →4 . (Hemos considerado estos cuatro casos
 porque son una elección apropiada para poder elegir el signo del producto dentro de cada caso).
 Vemos que qp →1 porque 0≥xy cuando 0≥x y 0≥y , por lo que yxxyxy == .
 Para demostrar que qp →2 , si 0≥x y 0<y , entonces 0<xy , por lo que
 yxyxxyxy =−=−= )( . (Aquí, como 0<y , tenemos que yy −= ). Para demostrar que
 qp →3 , seguimos el mismo razonamiento que en el caso anterior, cambiando x por y , y
 viceversa. Y finalmente, para demostrar que qp →4 , si 0<x y 0<y , se sigue que
 0>xy , luego yxyxxyxy =−−== ))(( . Esto completa la demostración.
 6. Demostraciones de equivalencias.
 Para demostrar un teorema que viene dado por un bicondicional, esto es, una doble implicación de la forma qp ↔ , donde p y q son proposiciones, se puede utilizar la tautología
 )]()[()( pqqpqp →∧→≡↔ . Esto es, la proposición “ p si, y sólo si, q ” se puede demostrar si se demuestran las dos implicaciones “si p , entonces q ” y “si q , entonces p ”. Ejemplo 10. Demostrar el teorema “El entero n es impar si, y sólo si, 2n es impar”. Solución. Este teorema tiene la forma “ p si, y sólo si, q ”, donde p es “ n es impar” y q
 es “ 2n es impar”. Para demostrar este teorema, necesitamos demostrar que qp → y
 pq → son verdaderas. Ya hemos demostrado que qp → y pq → son verdaderas (Ejemplos 1 y 6, respectivamente). Como qp → y pq → son verdaderas, se ha demostrado que el teorema se cumple. A veces, un teorema enuncia que varias proposiciones 1p , 2p , …, np son equivalentes.
 Tales teoremas se pueden escribir como nppp ↔↔↔ ...21 , lo cual establece que las n
 proposiciones tienen los mismos valores de verdad y, por lo tanto, que para todo i y j , ip
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 y jp son equivalentes. Una forma de demostrar estas equivalencias múltiples es emplear la
 tautología
 )](...)()[]...[ 1322121 pPPPPPppp nn →∧∧→∧→≡↔↔↔
 Esto indica que si las implicaciones 21 pp → , 32 pp → , …, 1ppn → se pueden demostrar
 que son verdaderas, entonces las proposiciones 1p , 2p , …, np son equivalentes.
 Esto es mucho más eficiente que probar ji pp → para ji ≠ , ni ≤≤1 y nj ≤≤1 .
 Cuando demostramos que un grupo de proposiciones son equivalentes, podemos establecer cualquier cadena de implicaciones que elijamos, ya que a través de la cadena es posible ir de una proposición a otra cualquiera. Por ejemplo, podemos establecer que 1p , 2p y 3p
 son equivalentes demostrando que 31 pp → , 23 pp → y 12 pp → .
 Ejemplo 11. Demostrar que las siguientes proposiciones son equivalentes: 1p : n es un entero par
 2p : 1−n es un entero impar
 3p : 2n es un entero par
 Solución. Demostraremos que estas tres proposiciones son equivalentes estableciendo que las implicaciones 21 pp → , 32 pp → y 13 pp → son verdaderas.
 Hacemos una demostración directa para 21 pp → . Supongamos que n es par. Entonces
 kn 2= para algún entero k. Luego, 1)1(2121 +−=−=− kkn . Esto significa que 1−n es impar, pues se puede escribir de la forma 12 +m , donde m es el entero 1−k . Haremos también una prueba directa de que 32 pp → . Supongamos ahora que 1−n es
 impar, entonces, 121 +=− kn para algún entero k . Luego, 22 += kn , por lo que
 )242(2484)22( 2222 ++=++=+= kkkkkn . Esto significa que 2n es par, es el doble
 del entero 242 2 ++ kk . Para demostrar 13 pp → , utilizamos una demostración indirecta. Esto es, demostraremos
 que si n no es par, entonces 2n no es par. Esto es lo mismo que demostrar que si n es impar, entonces 2n es impar, lo cual ya se hizo en el ejemplo 1. Esto completa la demostración. Muchos teoremas se enuncian haciendo uso de funciones proposicionales y cuantificadores. Se pueden utilizar varios métodos para demostrarlos, aquí describimos algunos de los más importantes.
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 7. Demostraciones de existencia.
 Muchos teoremas afirman la existencia de un tipo particular de objetos. Un teorema de este tipo es una proposición de la forma )(xxP∃ , donde )(xP es una función proposicional. Una demostración de una proposición de la forma )(xxP∃ se llama demostración de existencia. Hay varias formas de demostrar un teorema de este tipo. A veces puede darse una demostración de la proposición )(xxP∃ encontrando un elemento a tal que )(aP sea verdadera. Tal demostración de existencia se llama constructiva. También es posible dar una demostración de existencia que sea no constructiva. Esto es, no encontramos el elemento a tal que )(aP es verdadera, sino que demostramos que )(xxP∃ es verdadera de alguna otra forma. Un método usual para dar una demostración no constructiva de existencia es utilizar una demostración por reducción al absurdo y demostrar que la negación de la proposición cuantificada existencialmente implica una contradicción. Los dos ejemplos siguientes ilustran, respectivamente, el concepto de demostración constructiva y el concepto de demostración no constructiva. Ejemplo 12. Una demostración constructiva de existencia. Demostrar que hay un entero positivo que se puede escribir de dos formas diferentes como suma de cubos de enteros positivos. Solución. Tras considerables cálculos!!!!, encontramos que 3333 1129101729 +=+= . Como hemos encontrado un entero positivo que pueda escribirse como la suma de cubos de dos formas diferentes, la demostración está hecha. Ejemplo 13. Una demostración no constructiva de existencia. Demostrar que existen dos números irracionales x y y tales que yx es racional.
 Solución. Por el ejemplo 7 se sabe que 2 es irracional. Consideremos el número 2
 2 .
 Si es racional, hemos encontrado dos números x y y con yx racional: 2=x y 2=y .
 Por otra parte, si 2
 2 es irracional, entonces podemos hacer 2
 2=x y 2=y , de tal
 forma que 222)2(2)22(22
 ====yx . Esta demostración es un ejemplo de demostración no constructiva de existencia, porque no hemos encontrado dos números x y y tales que yx es racional. Más bien hemos
 demostrado que bien el par 2=x , 2=y o bien 2
 2=x , 2=y uno de ellos tiene las propiedades deseadas, pero ¡no sabemos cuál de estos dos pares es el que buscamos! 8. Demostraciones de unicidad.
 Algunos teoremas afirman la existencia de un único elemento con una propiedad particular. En otras palabras, estos teoremas afirman que hay exactamente un elemento con esta
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 propiedad. Una demostración de un teorema de estos llama demostración de unicidad. Para demostrar una proposición de este tipo, necesitamos mostrar que existe un elemento con esta propiedad y que ningún otro elemento cumple esta propiedad. Las dos partes de una demostración de unicidad son: Existencia: Se demuestra que existe un elemento x con la propiedad deseada. Unicidad: se demuestra que si xy ≠ , entonces y no tiene la propiedad deseada. Nota. Demostrar que existe un único elemento x tal que )(xP es lo mismo que demostrar la proposición )))(()(( yPxyyxPx ¬→≠∀∧∃ . Ejemplo 14. Demostrar que todo número entero tiene un único inverso para la suma. Es decir, demostrar que si a es un entero, entonces existe un único entero b tal que 0=+ ba . Solución. Si a es un entero, encontramos que 0=+ ba cuando ab −= . Como b es también entero, entonces, existe un entero b tal que 0=+ ba . Para demostrar que dado el entero a , el entero b tal que 0=+ ba es único, supongamos que c es un entero tal que
 bc ≠ y 0=+ ca . Así, caba +=+ . Sumando a− a ambos lados de esta ecuación, se tiene que cb = , lo que contradice el supuesto de que bc ≠ . Por lo tanto, hay un único entero b tal que 0=+ ba . 9. Razonamiento hacia adelante y hacia atrás.
 En cualquier método de demostración que se elija se necesita un punto de partida. Para empezar una demostración directa de una implicación, se puede comenzar con las hipótesis. Utilizando estas hipótesis, se puede construir una demostración utilizando una secuencia de pasos que conduzca a la conclusión. Este tipo de razonamiento llamado razonamiento hacia
 adelante, es el tipo más común empleado para demostrar resultados relativamente simples. De forma similar, con un razonamiento indirecto, se puede comenzar con la negación de la conclusión y, mediante una secuencia de pasos, obtener la negación de la hipótesis. Por desgracia el razonamiento hacia adelante es a menudo difícil para demostrar resultados complejos, porque el razonamiento necesario para alcanzar la conclusión deseada puede estar lejos de ser obvio. En tales casos puede utilizarse un razonamiento hacia atrás. Para demostrar una proposición q utilizando un razonamiento hacia atrás buscamos una proposición p que podamos demostrar con la propiedad qp → . (Hay que tener en cuenta que no sirve de nada encontrar una proposición r que se pueda demostrar tal que rq → , puesto que deducir de rq → y r que q es verdadera es la falacia de afirmar la conclusión, véase sección 2.8). En el ejemplo siguiente se ilustra el razonamiento hacia atrás. Ejemplo 15. Dados dos números reales positivos a y b , su media aritmética es
 2/)( ba + y su media geométrica es ab . Cuando comparamos las medias aritmética y geométrica de un par de números reales positivos distintos, encontramos que la media aritmética es siempre mayor que la geométrica. (Por ejemplo, cuando 4=a y 6=b ,
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 tenemos que 24642/)64(5 =⋅>+= ). ¿Se puede demostrar que esta desigualdad es siempre cierta?
 Solución. Para demostrar que abba >+ 2/)( cuando a y b son reales positivos distintos, podemos trabajar hacia atrás. Construimos una serie de desigualdades equivalentes (que son fáciles de verificar, usando el hecho de que a y b son reales positivos distintos). Las desigualdades equivalentes son.
 abba >+ 2/)( ,
 abba >+ 4/)( 2 ,
 abba 4)( 2 >+ ,
 02 22 >+− baba , 0)( 2 >− ba . Como 0)( 2 >− ba cuando ba ≠ , se sigue que la desigualdad final es correcta. Como todas
 estas desigualdades son correctas, se sigue que abba >+ 2/)( cuando ba ≠ . Una vez construida esta demostración, podemos construir fácilmente una demostración hacia adelante. Se deja esto como ejercicio para el lector. 4.3. Contraejemplos En la sección 3.5 se indicó que se podía demostrar que una proposición de la forma )(xxP∀ es falsa si podemos encontrar un contraejemplo, es decir, un ejemplo x para el cual )(xP es falsa. Cuando nos encontramos con una proposición de la forma )(xxP∀ y bien creemos que es falsa o bien son inútiles todos los intentos para encontrar una demostración, buscamos un contraejemplo. Ilustramos la caza de un contraejemplo en el ejemplo siguiente. Ejemplo 16. Demostrar que la proposición “todo entero positivo es la suma de los cuadrados de tres enteros” es falsa. Solución. Podemos demostrar que esta proposición es falsa si encontramos un contraejemplo. Es decir, la proposición es falsa si podemos mostrar que hay un entero particular que no es la suma de los cuadrados de tres enteros. Para buscar un contraejemplo, intentamos escribir los sucesivos enteros positivos como suma de tres cuadrados. Encontramos que 222 1001 ++= , 222 1102 ++= , 222 1113 ++= ,
 222 2004 ++= , 222 2105 ++= , 222 2116 ++= , pero no podemos encontrar una forma para escribir el 7 como la suma de tres cuadrados. Para demostrar que no hay tres enteros cuyos cuadrados sumen 7, hay que tener en cuenta que podemos utilizar sólo aquellos cuadrados que no excedan de 7, a saber, 0, 1 y 4. Como no hay tres números escogidos entre 0, 1 o 4 que sumen 7, se sigue que 7 es un contraejemplo. Por lo tanto, la proposición “todo entero positivo es la suma de los cuadrados de tres enteros” es falsa.
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 Un error común consiste en asumir que uno o más ejemplos establecen la verdad de una proposición. No importa los ejemplos que se encuentren que hagan )(xP verdadera, la proposición cuantificada universalmente )(xxP∀ puede ser falsa. Consideremos el siguiente ejemplo. Ejemplo 17. ¿Es verdad que todo entero positivo es la suma de 18 potencias cuartas de enteros? En otras palabras, ¿es un teorema la proposición )(nnP∀ , donde )(nP es la proposición “n se puede escribir como la suma de 18 potencias cuartas de enteros” y el dominio consiste de todos los enteros positivos? Solución. Para determinar si n se puede escribir como suma de 18 potencias cuartas de enteros, deberíamos empezar examinando si n es la suma de 18 potencias cuartas de enteros para los enteros positivos más pequeños. Como las potencias cuartas de enteros son los números 0, 1, 16, 81, …, si podemos seleccionar 18 términos de estos números que sumen n , entonces n es la suma de 18 potencias cuartas. Podemos mostrar que cada uno de los enteros positivos hasta el 78 se puede escribir como la suma de 18 potencias cuartas de enteros. (Los detalles se dejan a cuidado del lector). Sin embargo, si decidiéramos que esto es suficiente, habríamos llegado a una conclusión errónea. La proposición inicial no es correcta porque 79 no se puede expresar como la suma de 18 potencias cuartas de enteros (como el lector podría verificar). 4.4. Errores en las demostraciones Hay muchos errores comunes en la construcción de una demostración. Describiremos brevemente algunos de ellos en esta sección. Entre los errores más generalizados están las equivocaciones en aritmética y álgebra básica. Incluso matemáticos con bastante experiencia cometen tales errores, especialmente cuando trabajan con fórmulas complejas. Siempre que se utilicen cálculos complejos, se deberían revisar cuidadosamente tanto como sea posible. Cada paso de una demostración matemática debe ser correcto y la conclusión debe deducirse lógicamente de los pasos que la preceden. Muchas equivocaciones resultan de introducir pasos que no se han deducido lógicamente de los anteriores. Esto se ilustra en los siguientes dos ejemplos. Ejemplo 18. ¿Dónde está el error en la famosísima “demostración” supuesta de que 1=2? “Demostración”: Consideremos los siguientes pasos, donde a y b son dos números enteros positivos iguales. Paso Justificación 1. ba = Dado 2. aba =2 Multiplicando ambos lados de (1) por a 3. 222 babba −=− Restando 2b a ambos lados de (2)
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 4. )())(( babbaba −=+− Factorizando ambos lados de (3) 5. bba =+ Dividiendo ambos lados de (4) por ba − 6. bbb =+ Reemplazando a por b en (5), ya que ba = 7. bb =2 Simplificando en (6) 8. 12 = Dividiendo ambos lados de (7) por b Solución. Todos los pasos son válidos excepto uno, el paso 5, donde se dividió ambos lados por ba − . El error está en que ba − es igual a cero (pues ba = ). La división de ambos miembros de una ecuación por la misma cantidad es válida siempre y cuando está cantidad no sea cero. Ejemplo 19. ¿Dónde está el error en la siguiente “demostración”? “Teorema”: Si 2n es positivo, entonces n es positivo. “Demostración”: Supongamos que 2n es positivo. Como la implicación “Si n es positivo, entonces 2n es positivo” es verdadera, concluimos que n es positivo. Solución. Sea )(nP “n es positivo” y )(nQ “ 2n es positivo”. Entonces nuestra hipótesis es
 )(nQ . La proposición “Si n es positivo, entonces 2n es positivo” es la proposición ))()(( nQnPn →∀ . De la hipótesis )(nQ y la proposición ))()(( nQnPn →∀ no podemos
 concluir )(nP , porque no estamos utilizando una regla de inferencia válida. De hecho éste es un ejemplo de falacia de afirmar la conclusión. Se puede poner un contraejemplo con
 2−=n , para el cual 42 =n es entero positivo, pero n es negativo. Ejemplo 20. ¿Dónde está el error en la siguiente “demostración”? “Teorema”: Si n no es positivo, entonces 2n no es positivo. (Esta proposición es la contrarrecíproca del “Teorema” del ejemplo anterior). “Demostración”: Supongamos que n no es positivo. Como la implicación “Si n es positivo, entonces 2n es positivo” es verdadera, concluimos que 2n no es positivo. Solución. Sea )(nP “n es positivo” y )(nQ “ 2n es positivo”. Entonces nuestra hipótesis es
 )(nP¬ y la proposición “Si n es positivo, entonces 2n es positivo” es la proposición ))()(( nQnPn →∀ . De la hipótesis )(nP¬ y la proposición ))()(( nQnPn →∀ no podemos
 concluir )(nQ¬ , porque no utilizamos una regla de inferencia correcta. De hecho éste es un ejemplo de falacia de negar la hipótesis. Se puede dar el mismo contraejemplo del ejemplo anterior. (Véase más sobre falacias, en la sección 2.8). Un error muy común es hacer suposiciones no garantizadas y puede darse en las demostraciones por casos, en las cuales a veces no se consideran todos los casos. Esto se ilustra en el ejemplo siguiente.
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 Ejemplo 21. ¿Dónde está el error en la siguiente “demostración”? “Teorema”: Si x es un número real, entonces 2x es un número real positivo. “Demostración”: Sea 1p “ x es real positivo”, 2p “ x es real negativo” y q “ 2x es real
 positivo”. Para demostrar que qp →1 ; si x es positivo, 2x es positivo, puesto que el producto de dos números reales positivos es un número real positivo. Para demostrar que
 qp →2 ; se tiene que, si x es negativo, 2x es positivo, ya que el producto de dos números reales negativos es un número real positivo. Esto completa la demostración. Solución. El problema de la demostración dada es que no se considero el caso cuando x es igual a cero. Cuando 0=x , 02 =x no es positivo, por lo tanto el “teorema” es falso. Si p es “ x es un número real”, entonces podemos demostrar resultados donde p es la
 hipótesis con tres casos 1p , 2p y 3p , donde 1p es “ x es positivo”, 2p es “ x es negativo”
 y 3p es “ 0=x ”, utilizando la equivalencia 321 pppp ∨∨≡ .
 Finalmente, discutimos brevemente un tipo de error especialmente desafortunado. Muchos argumentos correctos se basan en una falacia llamada petición de principio. Esta falacia se presenta cuando uno o más pasos de una demostración se basan en la veracidad de la proposición que se está demostrando. En otras palabras, esta falacia surge cuando se demuestra una proposición utilizando en la demostración la misma proposición o una proposición equivalente a ella. Es por lo que esta falacia también se conoce como razonamiento circular. Ejemplo 22. ¿Es correcto el siguiente argumento? Supuestamente, demuestra que n es par siempre que 2n sea par. Supongamos que 2n es par. Entonces, kn 22 = para algún entero k . Sea ln 2= para algún entero l . Esto demuestra que n es par. Solución. Este argumento es incorrecto. La proposición “ ln 2= para algún entero l ” se utiliza en la demostración. No se ha dado ningún argumento que demuestre que n puede escribirse como l2 para algún entero l . Esto es un razonamiento circular porque la proposición, ln 2= , es equivalente a la proposición que se quiere demostrar, es decir, “ n es par”. Por supuesto, el resultado es correcto; es el método de demostración el que es incorrecto. Cometer errores en las demostraciones es parte del proceso de aprendizaje. Cuando se comete un error y otra persona lo encuentra, se debe analizar cuidadosamente cuál fue la equivocación y asegurarnos de no cometer el mismo error de nuevo. Incluso hasta matemáticos con bastante experiencia cometen errores en sus demostraciones. No pocas demostraciones incorrectas de resultados importantes han confundido a la gente durante muchos años antes de que los sutiles errores contenidos en ellas fueran encontrados.
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 Ejercicios 1. Demuestre que el cuadrado de un número par es un número par, utilizando:
 a) Una demostración directa. b) Una demostración indirecta. c) Una demostración por reducción al absurdo.
 2. Demuestre que si n es un entero y 53 +n es impar, entonces n es par, utilizando: a) Una demostración indirecta. b) Una demostración por reducción al absurdo.
 3. Demuestre que la suma de dos números impares es par. 4. Demuestre que el producto de dos números impares es impar. 5. Demuestre que la suma de un número irracional y un número racional es un número
 irracional utilizando una demostración por reducción al absurdo. 6. Demuestre que el producto de dos números racionales es racional. 7. Demuestre que se cumple, o que no, que el producto de dos números irracionales es
 irracional. 8. Demuestre que si x es irracional, x/1 también lo es. 9. Demuestre que si x y y son números reales, entonces yxyx // = .
 10. Demuestre que si x y y son números reales, entonces yxyxyx +=+ ),min(),max( .
 Utilice una demostración por casos, siendo estos yx ≥ y yx < . 11. Demuestre la desigualdad triangular, que afirma que si x y y son números reales,
 entonces yxyx +≥+ .
 12. Sea n un entero positivo. Demuestre que n es par si, y sólo si, 47 +n es par. 13. Sea n un entero positivo. Demuestre que n es impar si, y sólo si, 47 +n es impar. 14. Demuestre que se cumple, o que no, que si m y n son enteros tales que 1=mn ,
 entonces bien 1=m y 1=n o bien 1−=m y 1−=n . 15. Demuestre que las siguientes tres proposiciones son equivalentes: (i) 23 +x es un
 número par; (ii) 5+x es un entero impar, y (iii) 2x es un entero par. 16. Demuestre que las siguientes tres proposiciones son equivalentes: (i) x es irracional;
 (ii) 23 +x es irracional, y (iii) 2/x es irracional.
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 17. ¿Son correctos los siguientes pasos para encontrar las soluciones de la ecuación
 xx −=+ 33 ? (1) se parte de xx −=+ 33 ; (2) 963 2 +−=+ xxx , elevando al
 cuadrado ambos lados de (1); (3) 670 2 +−= xx , restando 3+x a ambos lados de (2); (4) )6)(1(0 −−= xx , factorizando la parte derecha de (3); (5) 1=x o 6=x , ya que si
 0=ab , entonces o bien 0=a o bien 0=b . 18. Demuestre que hay 100 números enteros consecutivos que no son cuadrados perfectos.
 ¿Es tu demostración constructiva o no constructiva? 19. Demuestre que hay un par de números enteros positivos consecutivos tales que uno es
 un cuadrado perfecto y el otro es un cubo perfecto. 20. Demuestre que si a , b y c son números reales y 0≠a , entonces existe una solución
 única de la ecuación cbax =+ . 21. Supongamos que a y b son números enteros impares, con ba ≠ . Demuestre que
 existe un único entero c tal que cbca −=− .
 22. Muestre que si n es un entero impar, entonces existe un único entero k tal que n es la
 suma de 2−k y 3+k .
 23. Demuestre que se cumple, o que no, que si a y b son números racionales, entonces ba también lo es.
 24. Demuestre que se cumple, o que no, que hay un número racional x y un número
 irracional y tales que yx es irracional. 25. Demuestre que las proposiciones 1p , 2p , 3p , 4p y 5p son equivalentes demostrando
 que 41 pp → , 13 pp → , 24 pp → , 52 pp → y 35 pp → son verdaderas.
 26. Demuestre que al menos uno de los números reales 1a , 2a , …, na es mayor o igual que
 el promedio de ellos. ¿Qué clase de demostración has utilizado? 27. Demuestre que si n es un entero, las siguientes cuatro proposiciones son equivalentes:
 (i) n es par, (ii) 1+n es impar, (iii) 13 +n es impar, (iv) n3 es par. 28. Demuestre que el producto de tres números enteros consecutivos cualesquiera es
 divisible por 6.
 29. Demuestre que se cumple, o que no se cumple, que 3 3 es irracional. 30. Demuestre que se cumple, o que no se cumple, que hay tres números enteros
 consecutivos impares que son primos, es decir, números enteros primos impares de la forma p , 2+p , 4+p .
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 4.5. Inducción matemática ¿Cuál es la fórmula de la suma de los n primeros enteros positivos impares? Las sumas de los primeros enteros positivos impares, para 1=n , 2, 3, 4, 5, son
 11 = , 431 =+ , 9531 =++ , 167531 =+++ , 2597531 =++++ . A partir de estos valores, es razonable suponer que la suma de los n primeros enteros impares es 2n . Necesitamos un método para demostrar que este supuesto es correcto, si es que realmente lo es. La inducción matemática es un método muy importante que se puede utilizar para demostrar proposiciones de este tipo. En esta sección describiremos cómo se puede utilizar el método de inducción matemática y por qué es un método válido de demostración. Es muy importante dejar claro que la inducción matemática sólo se puede aplicar en la demostración de resultados que se han obtenido de alguna otra forma. No es una herramienta para descubrir fórmulas o teoremas. Hay varios ejemplos interesantes de inducción matemática que pueden ayudarnos a recordar cómo funciona este principio. Uno de estos ejemplos es considerar una fila infinita de fichas de dominó colocadas de pie, etiquetadas con los números 1, 2, 3, …, n . Sea )(nP la proposición que afirma que la ficha n se cae. Si cae la primera ficha, es decir, si )1(P es verdadera, y si siempre que la ficha n se caiga también se cae la )1( +n , es decir, si
 )1()( +→ nPnP es verdadera, entonces se caerán todas las fichas. Muchos teoremas afirman que )(nP es verdadera para todos los enteros positivos n , donde
 )(nP es una función proposicional como, por ejemplo, la proposición 1+2+…+ n =
 2/)1( +nn o la proposición nn 2≤ . La inducción matemática es un método para demostrar esta clase de teoremas. En otras palabras, la inducción matemática se utiliza para demostrar proposiciones de la forma )(nnP∀ , donde el dominio es el conjunto de los números enteros positivos. Una demostración por inducción matemática de que )(nP es verdadera para todo entero positivo n consiste en los dos siguientes pasos: PASO UNO: Se verifica que la proposición )1(P es verdadera. PASO INDUCTIVO: Se demuestra que la implicación )1()( +→ kPkP es verdadera para todo entero positivo k . Aquí la proposición )(kP para un entero positivo k se denomina hipótesis de inducción. Cuando se completan los dos pasos de una demostración por inducción matemática, se ha demostrado que )(nP es verdadera para todos los enteros positivos n ; es decir, se ha demostrado que )(nnP∀ es verdadera.
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 Expresando como regla de inferencia, este método de demostración se puede enunciar como sigue:
 )())]1()(()1([ nnPkPkPkP ∀→+→∀∧ . Debido a la importancia de la inducción matemática o principio de inducción matemática, llamado también, vale la pena explicar en detalle los pasos de una demostración utilizando este método. Lo primero que tenemos que hacer para demostrar que )(nP es verdadera para todo entero positivo n es verificar que )1(P es verdadera. Esto no es más que mostrar que la proposición particular obtenida al sustituir n por 1 en )(nP es verdadera. Luego, debemos demostrar que )1()( +→ kPkP es verdadera para todo entero positivo k . Para demostrar que esta implicación es verdadera para todo entero positivo k , necesitamos demostrar que )1( +kP no puede ser falsa cuando )(kP es verdadera. Esto se puede hacer suponiendo que )(kP es verdadera y mostrando que bajo esta hipótesis )1( +kP sebe ser también verdadera. Nota. ¡En una demostración por inducción matemática no se supone que )(kP es verdadera para todos los enteros positivos! Sólo se demuestra que si se supone que )(kP es verdadera, entonces )1( +kP es también verdadera. Por lo tanto, una demostración por inducción no es un caso de razonamiento circular. Cuando se usa la inducción matemática para demostrar un teorema, verificamos primero que )1(P es verdadera. Luego sabemos que )2(P es verdadera, puesto que )1(P implica
 )2(P . Luego sabemos que )3(P es verdadera, puesto que )2(P implica )3(P . Continuando del mismo modo, vemos que )(nP es verdadera para todo entero positivo n . A continuación vamos a presentar diversos ejemplos que ilustran cómo se demuestran teoremas mediante el método de inducción matemática. Ejemplo 23. Utilizar el método de inducción matemática para demostrar que la suma de los n primeros enteros positivos impares es 2n . Solución. Sea )(nP la proposición que afirma que la suma de los n primeros enteros
 positivos impares es 2n . En primer lugar, debemos verificar el paso uno, es decir, debemos verificar que )1(P es verdadera. Luego, llevaremos a cabo el paso inductivo, es decir, debemos mostrar que )1( +kP es verdadera cuando se supone que )(kP es verdadera. PASO UNO: )1(P afirma que la suma del primer impar es 21 . Esto es cierto, puesto que el primer entero positivo impar es 1. PASO INDUCTIVO: para completar el paso inductivo debemos demostrar que la proposición )1()( +→ kPkP es verdadera para todo entero positivo k . Para hacer esto, supongamos que )(kP es verdadera para un entero positivo k , es decir,
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 2)12(...531 kk =−++++ . (Obsérvese que el k -ésimo entero positivo impar es )12( −k , ya que este entero se obtiene sumando 2 un total de 1−k veces a 1). Debemos demostrar que )1( +kP es verdadera, suponiendo que )(kP es verdadera. Hay que tener en cuenta que )1( +kP es la proposición que afirma que
 2)1()12()12(...531 +=++−++++ kkk . Luego, suponiendo que )(kP es verdadera, se sigue que
 .)1(
 12
 )12(
 )12()]12(...31[)12()12(...531
 2
 2
 2
 +=
 ++=
 ++=
 ++−+++=++−++++
 k
 kk
 kk
 kkkk
 Esto demuestra que )1()( +→ kPkP . Nótese que se ha utilizado la hipótesis de inducción
 )(kP en la segunda igualdad para reemplazar la suma de los primeros k enteros positivos
 impares por 2k . Puesto que )1(P es verdadera y que )1()( +→ kPkP también lo es para
 todo entero positivo k , el principio de inducción matemática demuestra que )(nP es verdadera para todo entero positivo n . En el ejemplo siguiente utilizamos el principio de inducción matemática para demostrar una desigualdad. Ejemplo 24. Utilizar el método de inducción matemática para demostrar la desigualdad
 nn 2< . Para todo entero positivo n . Solución. Sea )(nP la proposición “ nn 2< ”. PASO UNO: )1(P es verdadera, puesto que 221 1 =< . PASO INDUCTIVO: supongamos que )(kP es verdadera para el entero positivo k , es
 decir, suponemos que kk 2< . Necesitamos demostrar que )1( +kP es verdadera, es decir
 que 121 +<+ kk . Sumando 1 a ambos lados de la desigualdad kk 2< , y teniendo en cuenta que 1 2k< , se tiene
 11 2 1 2 2 2 2 2k k k k kk ++ < + < + = ⋅ = . Hemos demostrado que )1( +kP es verdadera, es decir que 121 +<+ kk , bajo el supuesto de
 que )(kP es verdadera. Se ha completado el paso inductivo. Por lo tanto, por el principio
 de inducción matemática, se ha demostrado que nn 2< para todo entero positivo n .
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 Ejemplo 25. Utilizar el método de inducción matemática para demostrar que “ nn −3 es divisible por 3” siempre que n sea un entero positivo. Solución. Sea )(nP la proposición “ nn −3 es divisible por 3”. PASO UNO: )1(P es verdadera, puesto que 0113 =− es divisible por 3. PASO INDUCTIVO: supongamos que )(kP es verdadera para el entero positivo k , es
 decir, que kk −3 es divisible por 3. Debemos demostrar que )1( +kP es verdadera, es
 decir tenemos que demostrar que )1()1( 3 +−+ kk es divisible por 3. Obsérvese que
 ).(3)(
 )1()133()1()1(23
 233
 kkkk
 kkkkkk
 ++−=
 +−+++=+−+
 Como los dos términos de esta suma son divisibles por 3 (el primero por el supuesto del
 paso inductivo y el segundo porque es 3 veces un entero), se sigue que )1()1( 3 +−+ kk también es divisible por 3. Esto completa el paso inductivo. Por lo tanto, por el principio de inducción matemática, nn −3 es divisible por 3 para todo entero positivo n . A veces necesitamos demostrar que )(nP es verdadera para bn = , 1+b , 2+b , …, donde
 b es un entero diferente a 1. Para ello se puede utilizar el principio de inducción matemática sin más que cambiar el paso uno. En el ejemplo siguiente, se demuestra que una fórmula es válida para todos los enteros no negativos. Ejemplo 26. Utilizar el método de inducción matemática para demostrar que
 122...221 12 −=++++ +nn , para todos los enteros no negativos. Solución. Sea )(nP la proposición que afirma que esta fórmula es correcta para el entero n , no negativo. PASO UNO: )0(P es verdadera, puesto que 1212 10 −== . PASO INDUCTIVO: supongamos que )(kP es verdadera, es decir, que
 122...221 12 −=++++ +kk . Debemos demostrar que )1( +kP es verdadera, es decir tenemos que demostrar que
 121222...221 21)1(12 −=−=+++++ ++++ kkkk . Utilizando la hipótesis de inducción, )(kP , se tiene que
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 12
 122
 2)12(
 2)2...221(22...221
 2
 1
 11
 1212
 −=
 −⋅=
 +−=
 +++++=+++++
 +
 +
 ++
 ++
 k
 k
 kk
 kkkk
 Con esto se finaliza el paso inductivo. Lo que completa la demostración, es decir, )(nP es verdadera para todo entero no negativo n . Como se observa en el ejemplo anterior, para demostrar que )(nP es verdadera para bn = ,
 1+b , 2+b ,…, donde b es un entero diferente de 1, empleando el principio de inducción matemática, verificamos que )(bP es verdadera (el paso uno) y entonces demostramos que la implicación )1()( +→ kPkP es verdadera para bk = , 1+b , 2+b ,… (el paso inductivo). Hay que tener en cuenta que b puede ser negativo, cero o positivo. Ejemplo 27. Utilizar la inducción matemática para demostrar que !2 nn < para todo entero positivo 4≥n . Solución. Sea )(nP la proposición que afirma que !2 nn < PASO UNO: En este caso el paso uno es )4(P . Obsérvese que )4(P es verdadera, puesto
 que 24!41624 =<= .
 PASO INDUCTIVO: supongamos que )(kP es verdadera, es decir, que !2 kk < . Debemos
 demostrar que )1( +kP es verdadera, es decir tenemos que demostrar que )!1(2 1 +<+ kk
 Multiplicando ambos lados de la desigualdad !2 kk < por 2, se tiene que
 )!1(
 !)1(
 !222
 +=
 ⋅+<
 ⋅<⋅
 k
 kk
 kk
 Esto demuestra que )1( +kP es verdadera cuando )(kP es verdadera, lo que completa el
 paso inductivo. Por lo tanto, se ha demostrado que !2 nn < es verdadera para todo entero positivo n , 4≥n . 4.6. Por qué es válida la inducción matemática ¿Por qué es la inducción matemática un método válido de demostración? La razón proviene del principio de buena ordenación. (El principio de buena ordenación dice que: “Todo conjunto no vacío de enteros positivos tiene un elemento mínimo”). Supongamos que conocemos que )1(P es verdadera y que también lo es la proposición )1()( +→ kPkP para todos los enteros positivos k . Para demostrar que )(nP debe ser verdadera para todo

Page 126
                        

Introducción a la Lógica y Métodos de Demostración
 121
 entero positivo, suponemos que hay al menos un entero positivo para el cual )(nP es falso. Entonces, el conjunto S de los enteros positivos n para los que )(nP es falsa es no vacío. Luego, por el principio de buena ordenación, S tiene un elemento mínimo, que se puede denotar por m . Sabemos que m no puede ser 1, puesto que )1(P es verdadera. Como m es positivo y mayor que 1, 1−m es un entero positivo. Además, como 1−m es menor que m , no está en S , por lo que )1( −mP debe ser verdadera. Como la implicación
 )()1( mPmP →− es también verdadera, se debe cumplir que )(mP es verdadera. Esto contradice la elección de m . Así, )(nP debe ser verdadera para todo entero n positivo. Ejercicios 1. Obtenga una fórmula para calcular la suma de los n primeros números enteros
 positivos pares. 2. Utilice el método de inducción matemática para demostrar la fórmula que has obtenido
 en el ejercicio anterior. 3. Utilice el método de inducción matemática para demostrar que si n es un número
 entero positivo, entonces 2/)1(...21 +=+++ nnn .
 4. Demuestre que si n es un entero positivo, 6/)12)(1(...21 222 ++=+++ nnnn .
 5. Demuestre que si n es un entero positivo, 2333 )2/)1((...21 +=+++ nnn . 6. Demuestre que 22 nn > para todo entero n , 4≥n . 7. Demuestre que !3 nn < para todo entero n , . 8. Demuestre que nnn <! para todo entero n , 1>n .
 9. Demuestre que 4/)15(353...53533 12 −=⋅++⋅+⋅+ +nn para todo número entero no negativo n .
 10. Demuestre que 3/)2)(1()1(...3221 ++=+++⋅+⋅ nnnnn siempre que n sea un
 entero positivo. 11. Demuestre que si n es un entero positivo, entonces
 2223
 222 ...213
 )1(...21 nn
 n +++<<−+++ .
 6≥n
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 12. Demuestre que nn
 12
 1...
 9
 1
 4
 11
 2−<++++ siempre que n sea un entero mayor que 1.
 13. Demuestre utilizando el principio de inducción matemática que nn 23 + es divisible por
 3 si n es un entero no negativo. 14. Demuestre utilizando el principio de inducción matemática que nn −3 es divisible por
 6 si n es un entero no negativo. 15. Demuestre utilizando el principio de inducción matemática que 12 −n es divisible por 8
 para todo entero impar positivo n . 16. Obsérvese que
 ).4321(16941
 ,321941
 ),21(41
 ,11
 +++−=−+−
 ++=+−
 +−=−
 =
 Indúzcase la ley general y demuéstrese por inducción. 17. Obsérvese que
 .21
 ,21
 ,21
 81
 81
 41
 21
 41
 41
 21
 21
 21
 −=+++
 −=++
 −=+
 Indúzcase la ley general y demuéstrese por inducción. 18. Obsérvese que
 ( )( )( )( )( ) .111
 ,11
 ,1
 41
 41
 31
 21
 31
 31
 21
 21
 21
 =−−−
 =−−
 =−
 Indúzcase la ley general y demuéstrese por inducción. 19. Halle la ley general que simplifica el producto
 −
 −
 −
 −
 2
 11...
 16
 11
 9
 11
 4
 11
 n
 y demuéstrese por inducción.
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 20. Sea )(nP la proposición: 281 )12(...21 +=+++ nn .
 a) Probar que si )(kP es verdadera para un número entero k , )1( +kP también es verdadera.
 b) Critíquese la proposición “del principio de inducción matemática se sigue que )(nP es verdadera para todo n ”.
 c) Transfórmese )(nP cambiando la igualdad por una desigualdad que es verdadera para todo entero positivo n .
 4.7. Conjeturas: Demostración y contraejemplos Las matemáticas se enseñan generalmente como si estuviesen esculpidas en piedra. Los textos matemáticos presentan formalmente los teoremas y sus demostraciones. Tal presentación no permite entrever el proceso de descubrimiento en matemáticas. Este proceso comienza con la exploración de los conceptos y ejemplos, la formulación de conjeturas y los intentos de asentar estas conjeturas bien mediante demostraciones o utilizando contraejemplos. Éstas son las actividades del día a día de un matemático. La gente formula conjeturas basándose en muchos tipos de evidencia. El análisis de casos especiales o la identificación de posibles patrones pueden conducir a una conjetura. Alterar algunas hipótesis y conclusiones de teoremas conocidos puede conducir también a conjeturas plausibles. Por otra parte, las conjeturas se pueden hacer basándose puramente en la intuición o en la creencia de que un resultado es verdadero. No importa cómo se haya hecho la conjetura una vez que se ha formulado, el objetivo es demostrar que es cierta o que no lo es. Cuando los matemáticos consideran que una conjetura puede ser cierta, intentan encontrar una demostración. Si no pueden encontrarla, pueden buscar un contraejemplo. Cuando no encuentran el contraejemplo, pueden dar marcha atrás e intentar de nuevo demostrar la conjetura. Aunque la mayor parte de las conjeturas se resuelven rápidamente, unas pocas se resisten a los ataques durante cientos de años y conducen al desarrollo de nuevas áreas de las matemáticas. Ilustramos el proceso de formular conjeturas e intentar demostrarlas en los dos siguientes ejemplos. Ejemplo 28. Los mayores números primos conocidos son los primos de Mersenne. Estos primos son de la forma 12 −p , donde p es un número primo; es decir, los primos de Mersenne son una unidad menos que una potencia de 2 con exponente primo. ¿Existen números primos de la forma 1−na , donde a y n son enteros positivos? Tras algunos ejemplos numéricos (tales como observar que ninguno de los números 63126 =− ,
 255128 =− , 80134 =− y 1023145 =− son primos) y no encontrar otros primos de esta forma, aparte de los de Mersenne, conjeturamos que 1−na es un número compuesto cuando 2>a o cuando 2=a y n es un número compuesto. ¿Se puede demostrar esta conjetura? Si encontramos un factor propio de 1−na para 2>a o 2=a siendo n un número compuesto, habremos demostrado esta conjetura. Una posible forma de actuar es utilizar la
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 factorización )1...)(1(1 21 ++++−=− −− aaaaa nnn , luego 1−a es un factor de 1−na . Cuando 2=a tenemos que 1121 =−=−a , de modo que esta factorización no produce un factor propio de 1−na . No obstante, cuando 2>a , el factor 1−a satisface
 111 −<−< naa , lo que significa que 1−na no es primo. Queda el caso cuando 2=a . Cuando n no es primo, hay enteros positivos r y s ,
 ,1 nr << ns <<1 , tales que rsn = . Utilizando la factorización
 )1...)(1(11 )2()1( ++++−=−=− −− rsrsrrrsn aaaaaa , se tiene que 1−ra es un factor de
 1−na . Cuando 2>ra , 1−ra es un entero positivo mayor que 1. Así se obtiene un factor no trivial de 12 −n cuando n es un número compuesto. Reuniendo todo, podemos presentar una demostración directa de la conjetura que se ha expuesto en el ejemplo 28. Hacemos una demostración por casos, ya que necesitamos considerar por separado los casos cuando 2>a y 2=a . Teorema. El entero 1−na es un número compuesto cuando 2>a o cuando 2=a y n es un número compuesto. Demostración: utilizamos una demostración por casos. Caso (i): Cuando 2>a , el entero 1−a es un factor de 1−na , puesto que
 )1...)(1(1 21 ++++−=− −− aaaaa nnn y 111 −<−< naa . Por lo tanto, 1−na es un número compuesto. Caso (ii): Cuando 2=a y n es compuesto, existen dos enteros positivos r y s , nr <<1 ,
 ns <<1 , tales que rsn = . En este caso, 12 −r es un factor de 12 −n porque
 )12...22)(12(1212 )2()1( ++++−=−=− −− rsrsrrrsn y 12121 −<−< nr . Esto demuestra
 que 12 −n es un número compuesto. Ejemplo 29. Podemos encontrar fácilmente largas cadenas de números enteros compuestos consecutivos, tales como 24, 25, 26, 27, 28 y 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96. A partir de este hecho, formulamos la conjetura de que dado un entero positivo n , hay n enteros compuestos consecutivos. ¿Cómo podríamos demostrar esta conjetura? Solución. Un posible intento de demostración podría ser razonar hacia atrás. Pensamos que si hay un entero x tal que x , 1+x , 2+x , …, )1( −+ nx son números compuestos, entonces habremos demostrado este resultado. Dado n , ¿se puede encontrar un entero x tal que cada uno de los enteros jx + , 0=j , 1, …, 1−n , no tenga factores triviales? Una posibilidad es hacer !nx = . Entonces, el entero !nx = es compuesto, y para 2=j , 3, …,
 1−n vemos inmediatamente que cada uno de los enteros jnjx +=+ ! es compuesto, ya que j divide a jn +! . Sin embargo, no sabemos si 1!1 +=+ nx es compuesto. Para superar este problema, sea 1)!1( ++= nx . Vemos que los n enteros consecutivos 1+x , 2+x , …,
 nx + , que son los enteros 2)!1( ++n , 3)!1( ++n , …, )1()!1( +++ nn , son todos
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 compuestos, puesto que j divide a jn ++ )!1( para 2=j , 3, …, 1+n . Por lo tanto, hemos encontrado n enteros consecutivos compuestos. No es difícil reescribir la demostración sin mostrar que el razonamiento es hacia atrás. No todas las conjeturas plausibles que podemos hacer resultan ser verdaderas. Para poder eliminar aquellas que resultan ser falsas necesitamos encontrar contraejemplos. Los siguientes dos ejemplos ilustran este procedimiento. Ejemplo 30. Sería útil tener una función )(nf tal que )(nf fuese primo para todo entero positivo n . Si tuviésemos esta función, podríamos construir números primos grandes para usarlos en criptografía y en otras aplicaciones. Para buscar esta función, podemos probar con determinadas funciones polinómicas, como lo hicieron algunos matemáticos hace varios siglos. Tras hacer muchos cálculos, podríamos encontrar el polinomio
 41)( 2 +−= nnnf . Este polinomio tiene la interesante propiedad de que )(nf es primo para todos los enteros positivos menores o iguales que 40. (Se tiene que 41)1( =f ,
 43)2( =f , 47)3( =f , 53)4( =f y así sucesivamente). Esto no nos permite conjeturar que )(nf es primo para todos los enteros positivos n . ¿Podemos confirmar esta conjetura?
 Solución. Quizá no sorprendentemente, esta conjetura resulta ser falsa. No tenemos que buscar mucho para hallar un entero positivo para el cual )(nf es compuesto, porque
 22 41414141)41( =+−=f . Como 41)( 2 +−= nnnf es primo para todos los enteros positivos n , 401 ≤≤ n , podríamos intentar buscar otro polinomio con la propiedad de que
 )(nf sea primo para todo n . Sin embargo, no existe tal polinomio. Se puede demostrar que para todo polinomio )(nf con coeficientes enteros hay un entero positivo m tal que
 )(mf es compuesto. El ejemplo 31 ilustra que a veces se necesitan contraejemplos sorprendentemente complejos. Esto reitera el importante hecho de que una gran cantidad de cálculos no establece un teorema. Ejemplo 31. En el siglo XVIII, el gran matemático suizo Leonhard Euler conjeturó que para todo entero n , 3≥n , la suma de 1−n potencias n -ésimas de enteros positivos no puede ser una potencia n -ésima. Los estudios desarrollados sobre este problema durante casi doscientos años apoyaban esta conjetura. Sin embargo, no se había encontrado ninguna demostración, ni siquiera para un solo valor de n . En 1966, L. J. Lander y T. R. Parkin encontraron un contraejemplo para 5=n con valores sorprendentemente pequeños. Mostraron que 55555 1441331108427 =+++ . Este contraejemplo dejó abierta la posibilidad de que la conjetura fuese verdadera para otros valores de n mayores o iguales que 3. Pero en 1988, Noam Elkies encontró un contraejemplo para 4=n . Todos los ejemplos conocidos son mucho más complicados que los hallados para el caso 5=n . El contraejemplo más sencillo conocido para 4=n es
 4444 42248141456021751995800 =+++ (donde por el más sencillo se entiende el más pequeño en términos de la suma de enteros cuyas potencias cuartas se están calculando).
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 Todos los casos con 6≥n están todavía sin decidir. Se puede buscar concienzudamente un contraejemplo para 6=n , aunque es posible que la conjetura sea cierta para este valor de n (a pesar de que más de uno cree lo contrario). 4.8. Problemas abiertos En matemáticas se han hecho muchos avances intentando resolver problemas famosos. Por ejemplo, un problema que permaneció sin resolver durante aproximadamente trescientos años condujo al desarrollo de una rama entera de la teoría de números. Este problema consistía en averiguar si la afirmación conocida como Teorema de Fermat era verdadera.
 Teorema de Fermat. La ecuación nnn zyx =+ no tiene soluciones enteras x , y y z con 0≠xyz para ningún entero 2>n .
 Nota. La ecuación 222 zyx =+ tiene infinitas soluciones para enteros x , y y z . Estas soluciones son conocidas como las ternas de Pitágoras y corresponden a las longitudes de los lados de un triángulo rectángulo con lados de longitud entera. Este problema tiene una historia fascinante. En el siglo XVII, Fermat anotó en el margen de su copia de los trabajos de Diofanto que tenía una “demostración maravillosa” de que no
 había soluciones enteras no triviales de nnn zyx =+ cuando n es un entero mayor que 2. Pero Fermat nunca publicó su demostración (Fermat prácticamente no publicaba) y no se encontró entre sus papeles cuando murió. Los matemáticos buscaron esta demostración durante trescientos años sin éxito, aunque muchos estaban convencidos de que se podía hallar una demostración relativamente simple. (Sí se encontraron algunas demostraciones para casos particulares, como, por ejemplo, para 3=n , debida a Euler, o para 4=n , por el propio Fermat). Cada cierto tiempo, algún matemático de renombre creía haber hallado una demostración. En el siglo XIX, uno de estos intentos fallidos condujo al desarrollo de la parte de la teoría de números que se conoce como teoría algebraica de números. Una demostración correcta, que requirió cientos de páginas de matemáticas avanzadas, fue obtenida en los años noventa por Andrew Wiles usando ideas recientes de un área muy sofisticada de la teoría de números, la teoría de las curvas elípticas. La búsqueda de Wiles le llevo más de diez años. Esta búsqueda ha sido documentada en la serie de televisión Nova. Muchos problemas famosos esperan todavía a ser resueltos por gente inteligente. Se describen a continuación algunos de los más accesibles y famosos de estos problemas abiertos. Ejemplo 32. La conjetura de Goldbach. En 1742, Christian Goldbach conjeturó, en una carta dirigida a Leonhard Euler, que todo entero impar n , 5>n , es la suma de tres primos. Euler replicó que esta conjetura es equivalente a la conjetura de que todo entero par n ,
 2>n , es la suma de dos primos. La conjetura de que todo entero par n , 2>n , es la suma de dos primos es lo que se conoce en la actualidad como la conjetura de Goldbach.
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 Podemos comprobar esta conjetura para números pares pequeños. Por ejemplo, 4=2+2, 6=3+3, 8=5+3, 10=7+3, 12=7+5, etc. La conjetura de Goldbach fue verificada mediante cálculos manuales hasta para números del orden de millones antes de la llegada de los ordenadores. Con la ayuda de éstos se pudo comprobar para números extremadamente grandes. A mediados del 2002, la conjetura se había probado para todos los enteros
 positivos pares hasta 144 10× . Aunque no se ha encontrado una demostración para la conjetura de Goldbach, la mayoría de los matemáticos creen que es verdadera. Mediante complicados métodos de teoría analítica de números se han demostrado varios teoremas que establecen resultados más débiles que la conjetura de Goldbach. Entre estos resultados está el que afirma que todo entero par positivo mayor que 2 es la suma de 6 primos como máximo (demostrado en 1955 por O. Ramaré) y el que afirma que todo entero positivo suficientemente grande es la suma de un primo y un número que bien es primo o bien es el producto de dos primos (demostrado por J. R. Chen en 1966). Puede que la conjetura de Goldbach se resuelva en no mucho tiempo. Ejemplo 33. Hay muchas conjeturas que enuncian que hay infinitos primos de ciertos tipos. Por ejemplo, hay una conjetura que dice que hay infinitos primos de Mersenne (de la forma
 12 −p , donde p es primo). Otra conjetura de esta clase es la que enuncia que hay infinitos
 números primos de la forma 12 +n , para n entero positivo. Por ejemplo, 125 2 += , 1417 2 += , 1637 2 += , etc. El mejor resultado que se conoce en la actualidad es que hay
 infinitos enteros positivos n tales que 12 +n es primo o el producto de, a lo más, dos primos (demostrado por Henryk Iwaniec en 1973). Ejemplo 34. La conjetura de los primos gemelos. Se dice que dos números primos son gemelos si difieren en 2, tales como 3 y 5, 5 y 7, 11 y 13, 17 y 19 o 4967 y 4969. La conjetura de los primos gemelos enuncia que hay infinitos primos gemelos. El resultado más fuerte demostrado en relación a los primos gemelos es que hay infinitos pares p y
 2+p en los que p es primo y 2+p es primo o es el producto de dos primos (demostrado por J. R. Chen en 1966). El récord mundial de primos gemelos, encontrado a mediados del
 2002, son los números 107.001318.032.361 2 1× ± , números de 32.220 cifras. Ejemplo 35. La conjetura 3x+1. Sea )(xf la función igual a 2/x si x es un entero par y
 13 +x si x es un entero impar. Hay una famosa conjetura, conocida como la conjetura 3x+1, que afirma que para todo entero positivo x , si aplicamos repetidamente la función f , llegamos al entero 1. Por ejemplo, comenzando con 13=x , encontramos que
 40)13( =f , 20)40( =f , 10)20( =f , 5)10( =f , 16)5( =f , 8)16( =f , 4)8( =f , 4)4( =f , 2)4( =f , 1)2( =f . La conjetura 13 +x se ha verificado para todos los enteros
 hasta 135,6 10x = × . La conjetura 13 +x tiene una historia interesante y ha atraído la atención de los matemáticos desde mediados del siglo XX. Ha surgido en muchas ocasiones y ha tenido muchos otros nombres, entre ellos los de problema de Collatz, algoritmo de Hasse,
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 problema de Ulam, problema de Siracusa y problema de Kakutani. Muchos matemáticos han abandonado momentáneamente sus trabajos para intentar demostrarla. Esto condujo a la broma de que este problema era parte de una conspiración para frenar la investigación en matemáticas en Estados Unidos. Véase el artículo de Jeffrey Lagarias en el que se presenta una fascinante discusión sobre el problema y sobre los resultados hallados por los matemáticos que trabajaron esta conjetura. 4.9. Resumen Se han presentado algunos métodos para demostrar teoremas. Obsérvese que no se ha dado ningún algoritmo para demostrar teoremas; ni siquiera se ha mencionado. Un resultado bastante interesante es que no existe tal algoritmo. Hay muchos otros métodos de demostración además de los que se han estudiado brevemente en este capítulo. Hay muchos teoremas cuyas demostraciones son fáciles de encontrar trabajando directamente con las hipótesis y las definiciones de los términos del teorema. No obstante, a veces es difícil demostrar un teorema sin hacer un uso inteligente de demostraciones indirectas por reducción al absurdo o por alguna otra técnica. Construir demostraciones es un arte que solo se puede aprender a través de la experiencia, que consiste en escribir las demostraciones, hacerlas revisar, leer y analizar demostraciones hechas por otros, etc.
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Descripción de la asignatura Tanto en su vida diaria como, sobre todo, en la investigación científica, el hombre debe muchos de sus éxitos o fracasos a la eficacia de sus argumentos (o “razonamientos”). La lógica es la disciplina que trata de los métodos de razonamiento; la lógica proporciona reglas y técnicas para determinar si es o no válido un argumento dado. El razonamiento lógico se emplea en matemáticas para demostrar teoremas; en ciencias de la computación, para verificar si son o no correctos los programas; en las ciencias físicas y naturales, para sacar conclusiones de experimentos; y en las ciencias sociales y en la vida cotidiana, para resolver una gran variedad de problemas. Claramente, se usa en forma constante el razonamiento lógico. La primera parte hace un recorrido por el cálculo proposicional que es la parte de la lógica que trata sobre las proposiciones, se presentan las proposiciones, conectivos lógicos y tablas de verdad. Además, se tratan también las equivalencias lógicas como una herramienta esencial para trabajar el álgebra declarativa y las formas normales. Las implicaciones lógicas, conocidas, más comúnmente, como reglas de inferencia, y la forma como pueden utilizarse como base de un razonamiento válido es el tema que se trata en la segunda parte. La generalización de los temas presentados en las dos partes anteriores se trata en la tercera parte, la de cálculo de predicados, éste contiene todas las componentes del cálculo proposicional y de la inferencia lógica, incluyendo las constantes, las variables proposicionales y los conectivos lógicos. Además, el cálculo de predicados contiene sujetos, funciones proposicionales y cuantificadores. El tema tratado en la cuarta parte, es una revisión muy general de conjuntos y relaciones. También se presenta el método de demostración de inducción matemática, cómo se puede utilizar y por qué es un método válido de demostración. Y, finalmente se hace una introducción a pseudocódigos algoritmos.
 FACULTAD DE CIENCIAS DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS
 INFORMACIÓN GENERAL Nombre de la asignatura Lógica Matemática y Computacional ID 001303 Periodo Académico Segundo semestre de 2012 Créditos 3 Pre-requisitos Ninguno Periodicidad Semestral Componente Teórico Modalidad Presencial: 4 horas semanales Coordinador [email protected] Oficina 52 - 602 Departamento de matemáticas [email protected] 52 - 604
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Objetivos Plantear, resolver e interpretar problemas donde se utiliza la lógica matemática como herramienta formadora de estructura de pensamiento en este tipo de aplicaciones.
 Desarrollar la capacidad crítica en la resolución de problemas con el uso de la lógica matemática y computacional.
 Contenidos temáticos Cálculo Proposicional Proposiciones simples y compuestas, conectivos lógicos y tablas de verdad, traducción de frases del lenguaje natural, tautologías y contradicciones, implicaciones y equivalencias lógicas, álgebra declarativa y formas normales. Inferencia Lógica Reglas de inferencia y demostraciones, teorema de la deducción, consistencia de premisas, pruebas indirectas y la resolución. Cálculo de predicados Funciones proposicionales, cuantificadores, negaciones, cuantificadores anidados, equivalencias y reglas de inferencia para proposiciones cuantificadas. Conjuntos y Relaciones Operaciones con conjuntos, propiedades de las operaciones con conjuntos y demostraciones, uniones e intersecciones generalizadas. Producto cartesiano, relaciones, clases de relaciones, relaciones de equivalencia y particiones, relaciones de orden. Orden parcial, lineal, total. Inducción matemática Pseudocódigos e introducción a los algoritmos
 Semana Contenido Temático
 1 Cálculo proposicional. Proposiciones. Proposiciones simples y compuestas. Conjunciones, disyunciones, condicionales y bicondicionales. Recíproca, contrarrecíproca e inversa.
 2 Tablas de verdad de proposiciones compuestas. Prioridad de los conectivos lógicos. Traducción de frases del lenguaje natural al lenguaje simbólico (formalización).
 3 Tautologías y contradicciones. Implicaciones y equivalencias lógicas. Tabla de equivalencias lógicas importantes.
 4 Álgebra declarativa y formas normales.
 5 Inferencia lógica. Reglas de inferencia y tipos de demostraciones.
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6 Teorema de la deducción, consistencia de premisas y pruebas indirectas. Primer parcial: Martes 26 ó miércoles 27 de febrero (semana 6).
 7 Cálculo de predicados. Funciones proposicionales y cuantificadores.
 8 Variables ligadas, negaciones y traducción de frases del lenguaje natural al lenguaje formal.
 9 Cuantificadores anidados, el orden de los cuantificadores. Validez.
 10 Equivalencias lógicas y reglas de inferencia para proposiciones cuantificadas.
 11 Conjuntos. Definiciones, operaciones con conjuntos y propiedades de las operaciones con conjuntos. Uniones e intersecciones generalizadas.
 12 Segundo parcial: Martes 16 ó miércoles 17 de abril (semana 12). Relaciones. Producto cartesiano y relaciones.
 13 Clases de relaciones: inversas; relaciones reflexivas, simétricas, antisimétricas y transitivas.
 14 Relaciones de equivalencia y relaciones de orden.
 15 Inducción matemática.
 16 Pseudocódigos e introducción a los algoritmos. Tercer parcial: Jueves 16 ó viernes 17 de mayo (semana 16).
 Estrategias Pedagógicas Clase magistral apoyado con calculadora, maple o cualquier otro paquete computacional. Evaluación: Tres parciales: 25% cada uno Nota de clase (quices, talleres, trabajos, participación, etc.): 25%
 Bibliografía: García I., Introducción a la lógica y métodos de demostración. Notas de clase. Rosen K., Matemática discreta y sus aplicaciones. McGraw-Hill Interamericana S.A. España 2004. Criado R. y Muñoz R., Un cuatrimestre de matemática discreta. Notas de clase 2005. Estrada E., Un primer curso de lógica matemática y computacional. Notas de clase. Huth M., Ryan M. Logic in computer science. Cambridge University Press. 2004. Makinson D., Sets, logic and maths for computing. Springer 2008.
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