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Tema 10Potencias y Logaritmos
 Usando los principales resultados del cálculo diferencial e integral, podemos estudiar congran comodidad varias funciones reales de variable real que no han aparecido hasta ahora yque, junto con las funciones racionales, forman la colección de las funciones “elementales”.Las nuevas funciones se clasifican en dos familias: las relacionadas con las potencias de base yexponente real, que estudiamos en este tema, y las funciones trigonométricas, que apareceránen el siguiente.
 Siguiendo un orden que puede parecer sorprendente, empezamos considerando la funciónlogaritmo, que se define fácilmente mediante una integral. El teorema fundamental del cálculonos da directamente su derivada y ello permite usar el teorema del valor medio para obtener susprincipales propiedades, que nos deben resultar muy familiares.
 La función exponencial aparece entonces como la inversa del logaritmo y puede estudiarseigualmente con suma facilidad. Combinando ambas funciones definimos la potencia ab paracualesquiera a ∈ R+ y b ∈ R , extendiendo por supuesto la definición ya conocida para b ∈ N .Podemos entonces estudiar fácilmente tres amplias gamas de funciones: las exponenciales, laslogarítmicas y las funciones potencia.
 10.1. La función logaritmo
 La función t 7→ 1/t es continua en el intervalo R+, luego tiene una integral indefinida conorigen en 1 , que es la función que ahora nos interesa. Para x ∈ R+ definimos:
 log x =∫ x
 1
 dtt
 Decimos que log x es el logaritmo de x , y la función log : R+ → R , que a cada número realpositivo hace corresponder su logaritmo, es la función logaritmo. Nótese que, siguiendo unasana costumbre, escribimos simplemente log x , en lugar de log(x) , siempre que no haya peligrode confusión. También es costumbre referirse a la función logaritmo llamándola simplementeel logaritmo. Esto tampoco nos debe confundir, por el contexto se sabe siempre si estamoshablando del logaritmo de un número concreto, o nos referimos a la función logaritmo.
 97
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10. Potencias y logaritmos 98
 La primera propiedad del logaritmo, clave para obtener todas las demás, es la siguiente:
 (L.1) El logaritmo es la única función f ∈D1(R+) que verifica f (1) = 0 y f ′(x) = 1/x paratodo x ∈ R+. Por tanto, es una función de clase C∞ en R+ con
 log(k)(x) =(−1)k−1(k−1)!
 xk ∀x ∈ R+ ∀k ∈ N (1)
 Es obvio que log 1 = 0, el teorema fundamental del cálculo nos dice que log ′(x) = 1/x paratodo x ∈ R+, y la unicidad es consecuencia del teorema del valor medio. Como la derivada dellogaritmo es una función racional, es de clase C∞ en R+, luego el logaritmo también es declase C∞ en R+. La igualdad (1) se comprueba fácilmente por inducción. �
 Pero pongamos también en juego otras consecuencias del teorema del valor medio. Es claroque log ′(x) > 0 para todo x ∈ R+ y que log ′ es decreciente. También podemos ver en (1) quelog ′′(x) < 0 para todo x ∈ R+ . Por tanto:
 (L.2) La función logaritmo es estrictamente creciente y cóncava.
 La concavidad del logaritmo nos da una desigualdad nada trivial:
 log((1− t)x + t y
 )> (1− t) log x + t log y ∀x,y ∈ R+ , ∀ t ∈ [0,1]
 Pero la siguiente propiedad del logaritmo es sin duda la más crucial:
 (L.3) Se verifica quelog(xy) = log x + log y ∀x,y ∈ R+ (2)
 Como consecuencia, se tiene
 (i) log(1/x) = − log x ∀x ∈ R+
 (ii) log xn = n log x ∀x ∈ R+ , ∀n ∈ N(iii) log e = 1
 Para probar (2) hay dos procedimientos, ambos instructivos. Por una parte, podemos usar laaditividad de la integral y la fórmula de cambio de variable:
 log(xy) =∫ x
 1
 dtt
 +∫ xy
 x
 dtt
 = log x +∫ y
 1
 dss
 = log x + log y
 donde hemos hecho la sustitución t = xs .
 Por otra parte, fijado y ∈ R+ , podemos considerar la función h : R+ → R definida porh(x) = log(xy) − log x para todo x ∈ R+. Se tiene claramente que h es derivable en R+ conh ′(x) = 0 para todo x ∈ R+, luego h es constante, así que h(x) = h(1) = log y para todox ∈ R+, que es precisamente la igualdad buscada.
 Para tener (i) basta escribir 0 = log 1 = log(x(1/x)
 )= log x + log(1/x) , mientras que
 (ii) se prueba por inducción, partiendo del caso obvio n = 1. Si la igualdad buscada se cumplepara un n ∈ N , usando (2) la obtenemos para n+1:
 log(xn+1) = log
 (xn x)
 = log(xn) + log x = n log x + log x = (n+1) log x
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10. Potencias y logaritmos 99
 Para probar (iii), puesto que e = lımn→∞
 (1+(1/n)
 )n, la continuidad del logaritmo nos dice que
 log e = lımn→∞
 log(1+(1/n)
 )n = lımn→∞
 log(1+(1/n)
 )1/n
 Ahora bien, la función f :]− 1,+∞[→ R dada por f (x) = log(1 + x) para x > −1, verificaclaramente que f ′(0) = 1, es decir,
 lımx→0
 log(1+ x)x
 = 1 , luego lımn→∞
 log(1+(1/n)
 )1/n
 = 1 �
 Podemos encontrar ahora fácilmente la imagen del logaritmo:
 (L.4) La función logaritmo diverge positivamente en +∞ y negativamente en cero, luego suimagen es R .
 En efecto, dado m ∈ N , para x > em tenemos log x > log em = m log e = m . Esto prueba yaque log(x) → +∞ (x → +∞) , y en el origen tenemos log x = − log(1/x) → −∞ (x → 0).Por tanto, la imagen del logaritmo es un intervalo no mayorado y no minorado, luego es R . �
 Así pues, el logaritmo es una aplicación biyectiva de R+ sobre R , y todo está preparadopara estudiar su inversa.
 10.2. La función exponencial
 La función inversa del logaritmo es la función exponencial, o simplemente la exponencial,y se denota por exp . Así pues, exp = log−1 , luego exp : R→ R+ también es biyectiva y, paracada x ∈ R , exp x es el único y ∈ R+ que verifica log y = x . Equivalentemente tenemos
 exp(log y) = y ∀y ∈ R+ y log(exp x) = x ∀x ∈ R
 Por ejemplo, exp 0 = 1 y exp1 = e .
 La propiedad básica de esta nueva función se obtiene con suma facilidad:
 (E.1) La exponencial es una función de clase C∞ en R y todas sus derivadas coinciden con lapropia función exponencial:
 exp(k)(x) = exp x ∀x ∈ R , ∀k ∈ N ∪ {0} (3)
 En efecto, puesto que log ′(x) 6= 0 para todo x ∈ R+ el teorema de la función inversa nos diceque la función exponencial es derivable en R , con
 exp ′(x) =1
 log ′(exp x)=
 11/exp x
 = exp x ∀x ∈ R
 Una obvia inducción nos dice que la exponencial es de clase C∞ en R y se verifica (3). �
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 Para obtener otras propiedades interesantes de la exponencial, tenemos ahora dos caminos:deducirlas de las propiedades del logaritmo o, directamente del último resultado. Optamos porlo segundo para ver lo que hubiera ocurrido si ambas funciones se hubieran introducido en elorden contrario. Recorrer el otro camino, que casi siempre es más corto, puede ser un buenejercicio. Por una parte, es evidente que
 (E.2) La exponencial es una función estrictamente creciente y convexa.
 La convexidad de la exponencial también dos da una desigualdad nada trivial
 exp((1− t)x + t y
 )6 (1− t) exp x + t exp y ∀x,y ∈ R , ∀ t ∈ [0,1]
 pero la propiedad crucial de la exponencial es la siguiente:
 (E.3) La función exponencial verifica la siguiente igualdad, llamada “fórmula de adición”:
 exp(x+ y) = exp x exp y ∀x,y ∈ R
 Como consecuencia se tiene:
 (i) exp(−x) = 1/exp x ∀x ∈ R(ii) exp(nx) =
 (exp x
 )n ∀x ∈ R , ∀n ∈ N
 Para probar la fórmula de adición, fijamos z ∈R y consideramos la función h : R→R definidapor h(t) = exp(z− t) exp t para todo t ∈R . Evidentemente h ∈D1(R) y usando la regla parala derivada de un producto tenemos
 h ′(t) = − exp(z− t) exp t + exp(z− t) exp t = 0 ∀ t ∈ R
 Por tanto, h es constante, es decir, exp(z− t) exp t = h(t) = h(0) = exp z para todo t ∈ R ,pero esto también es cierto para todo z ∈ R . Dados x,y ∈ R , basta tomar z = x+ y , t = y paraobtener la fórmula de adición. Usando dicha fórmula con y =−x obtenemos (i), mientras que(ii) se consigue por inducción:
 exp((n+1)x
 )= exp(nx+ x) = exp(nx) exp x =
 (exp x)n exp x = (exp x)n+1 �
 Anotemos finalmente el comportamiento de la exponencial en el infinito:
 (E.4) Se verifica que lımx→−∞
 exp x = 0 y que exp x → +∞ (x →+∞).
 Como {en} → +∞ , dado K ∈ R podemos encontrar m ∈ N tal que em > K . Para x > m setendrá que: exp x > exp m = (exp 1)m = em > K , luego exp x → +∞ (x → +∞). Peroentonces, tenemos también
 0 = lımx→+∞
 1exp x
 = lımx→+∞
 exp(−x) = lımx→−∞
 exp x �
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 10.3. Potencias de exponente real
 Usando las propiedades de la exponencial y el logaritmo, podemos ya extender la definiciónde las potencias de exponente natural. Dados a∈R+ y n∈N , sabemos que an = exp(n log a) .En el segundo miembro de esta igualdad nada nos impide sustituir n por un número realcualquiera y definir:
 ab = exp(b log a) ∀b ∈ R , ∀a ∈ R+
 Decimos que ab es la potencia de base a y exponente b . Según tomemos a o b como variable,vamos a obtener dos gamas de funciones, cuyo estudio no ofrecerá dificultad alguna.
 Fijado a ∈ R+, la función exponencial de base a es la función expa : R→ R+ dada por
 expa x = ax = exp(x log a) ∀x ∈ R
 Como exp1 x = 1 para todo x ∈ R , el caso a = 1 carece de interés. Observamos también queexpe x = ex = exp x , para todo x ∈ R . Vemos que la de base e es la función exponencial porantonomasia, la que hemos tomado como referencia, pues todas las demás se obtienen muyfácilmente a partir de ella. Nótese además que, de todas las funciones exponenciales, la de basee es la única que coincide con su derivada. Comprobar esta afirmación, y todas las del siguienteenunciado, no tiene dificultad alguna.
 Fijado a ∈ R+ , la exponencial de base a es una función de clase C∞ en R con
 exp(k)a (x) = ax (loga)k ∀x ∈ R , ∀k ∈ N
 Es siempre una función convexa y verifica la fórmula de adición
 ax+y = ax ay ∀x,y ∈ R
 Si a > 1 , expa es estrictamente creciente, con lımx→−∞
 ax = 0 y ax → +∞ (x → +∞) .
 Si a < 1 , expa es estrictamente decreciente, con lımx→+∞
 ax = 0 y ax → +∞ (x→−∞) .
 En ambos casos tenemos una aplicación biyectiva de R sobre R+.
 Para 0 < a 6= 1, la inversa de la exponencial de base a es la función logaritmo en base a , osimplemente el logaritmo en base a , y se denota por loga . Tenemos por tanto,
 a loga y = y ∀y ∈ R+ y loga ax = x ∀x ∈ R
 Para x ∈R+, también decimos que loga x es el logaritmo en base a de x . De nuevo, la funciónlogarítmica en base e es el logaritmo por antonomasia, los demás se obtienen con sólo dividirpor la constante adecuada, pues se tiene evidentemente
 loga x =log xlog a
 ∀x ∈ R+ , ∀a ∈ R+ \{1}
 A modo de repaso, resumimos las propiedades de las funciones logarítmicas:
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 Para a ∈ R+ \{1} el logaritmo en base a es una biyección de R+ sobre R , es de claseC∞ en R+ con
 log(k)a (x) =
 (−1)k−1 (k−1)!xk loga
 ∀x ∈ R+, ∀k ∈ N
 y verifica queloga (xy) = loga x + loga y ∀x,y ∈ R+
 Cuando a > 1 , es cóncava y estrictamente creciente, diverge negativamente en el origeny positivamente en +∞ . Cuando a < 1 , es convexa y estrictamente decreciente, divergepositivamente en 0 y negativamente en +∞ .
 10.4. Funciones potencia
 Pasamos ahora a estudiar las funciones que se obtienen al considerar potencias con basevariable y exponente constante, algunas de las cuales son sobradamente conocidas. Empezamoscon una observación bien sencilla:(
 ab)c = acb ∀b,c ∈ R , ∀a ∈ R+ (4)
 En efecto, basta observar que(ab)c = exp
 (c log(ab)
 )= exp(cb log a
 )= acb.
 Fijado α∈R , la función x 7→ xα , de R+ en R+, es la función potencia con exponente α , osimplemente la potencia con exponente α . Veamos los casos en que esta función no es ningunanovedad:
 Cuando α ∈ N tenemos una función polinómica bien conocida, mientras que para α = 0tenemos una función constante. Si α = −n con n ∈ N tenemos claramente x−n = 1/xn paratodo x ∈ R+ , luego estamos hablando de una función racional, también conocida.
 Tomando α = 1/q con q ∈ N , la igualdad (4) nos dice que la potencia con exponente1/q no es otra cosa que la función raíz q-ésima, de nuevo bien conocida. Si ahora α ∈ Q ,podemos escribir α = p/q con p ∈ Z y q ∈ N , y (4) nos da x p/q = q
 √x p =
 (q√
 x)p para todo
 x∈R+ . Así pues, la potencia de exponente α∈Q es composición de dos funciones conocidas.El caso novedoso se presenta por tanto cuando α ∈ R\Q . No obstante, tiene interés ver cómodiversas funciones conocidas quedan como casos particulares del que ahora nos ocupa. Pasamosa estudiar las propiedades básicas de las funciones potencia.
 (P.1) Fijado α ∈ R , denotemos por fα : R+ → R+ a la función potencia con exponente α .Entonces fα ∈C∞(R+) con
 f (k)α (x) =
 (k−1
 ∏j=0
 (α− j)
 )xα−k ∀x ∈ R+ , ∀k ∈ N (5)
 En efecto, como fα = exp ◦(α log) , la regla de la cadena nos da f ′α(x) = αxα/x = αxα−1
 para todo x ∈ R+ , que es (5) para k = 1, y el resto es una obvia inducción. �
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 Obsérvese que todas las funciones potencia se derivan, formalmente, como si el exponentefuese un número natural. Nótese también que, si en (5) tomamos α = 1/q con q ∈N , tenemoslas sucesivas derivadas de la función raíz q-ésima, calculadas en su momento. Ahora tenemosun resultado más general, e incluso más fácil de recordar.
 Estudiemos la monotonía, y la concavidad o convexidad, de las funciones potencia. Usandosus primeras derivadas, o las segundas si se quiere, obtenemos inmediatamente lo siguiente:
 (P.2) Si α < 0 , la función potencia con exponente α es estrictamente decreciente y convexa. Si0 < α 6 1 , es estrictamente creciente y cóncava. Finalmente, si α > 1 , es estrictamentecreciente y convexa.
 Para que todas las propiedades algebraicas de las potencias con exponente natural, queconocíamos hace tiempo, queden generalizadas, observamos fácilmente que todas las funcionespotencia preservan el producto de números reales:
 (P.3) Se verifica que (xy)α = xα yα ∀x,y ∈ R+ ∀α ∈ R .
 Finalmente, el comportamiento de las potencias en 0 y en +∞ , también es evidente:
 (P.4) Si α > 0 , se tiene que lımx→0
 xα = 0 y que xα → +∞ (x → +∞) . Si α < 0 , entonces
 xα →+∞ (x → 0) y lımx→+∞
 xα = 0 . En ambos casos, la potencia con exponente α ∈ R∗
 es una biyección de R+ sobre sí mismo y su inversa es la potencia con exponente 1/α .
 10.5. Sucesiones de potencias
 Pasamos ahora a discutir el comportamiento de funciones que involucran las potencias deexponente real, sin necesidad de que la base o el exponente sean constantes.
 En general, dado un conjunto no vacío A ⊂ R , podemos estudiar una función h : A → R+
 que venga definida porh(x) = f (x)g(x) ∀x ∈ A
 donde f : A → R+ y g : A → R son funciones cualesquiera.
 Cuando tenga sentido, nos preguntamos por el comportamiento lateral u ordinario de h enun punto, o en el infinito, suponiendo que sabemos lo que les ocurre a f y g . Para contestarestas preguntas sin tener que distinguir casos, bastará ver si la sucesión
 {f (an)g(an)
 }converge
 o diverge, donde {an} es una sucesión de puntos de A , convergente o divergente. Así pues,nuestro problema consiste en analizar una sucesión de potencias
 {xyn
 n}
 , donde {xn} e {yn}son sucesiones convergentes o divergentes, con xn > 0 para todo n ∈ N . Para ello escribimos
 xynn = exp
 (yn log xn
 )∀n ∈ N
 y aprovechamos las propiedades de la exponencial y del logaritmo, junto con las reglas sobrela convergencia o divergencia del producto de dos sucesiones, obteniendo inmediatamente lossiguientes resultados.
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 Sean yn ∈ R , xn ∈ R+, para todo n ∈ N .
 (i) Supongamos que {xn}→ 0 .
 (a) Si {yn}→−∞ , o {yn}→ y ∈ R−, entonces{
 xynn}→+∞ .
 (b) Si {yn}→ y ∈ R+, o {yn}→+∞ , entonces{
 xynn}→ 0 .
 (ii) Supongamos que {xn}→ x ∈ R+.
 (a) Si {yn}→ y ∈ R , entonces{
 xynn}→ xy.
 (b) Si {yn}→+∞ y x > 1, o {yn}→−∞ y x < 1, entonces{
 xynn}→+∞ .
 (c) Si {yn}→+∞ y x < 1 , o {yn}→−∞ y x > 1 , entonces{
 xynn}→ 0 .
 (iii) Supongamos finalmente que {xn}→+∞ .
 (a) Si {yn}→−∞ , o {yn}→ y ∈ R−, entonces{
 xynn}→ 0 .
 (b) Si {yn}→ y ∈ R+, o {yn}→+∞ , entonces{
 xynn }→+∞ .
 Destaquemos los tres casos que no quedan cubiertos por la discusión anterior, porque lasucesión {yn log xn} presenta una indeterminación del tipo [0 · ∞ ] :
 {xn}→ 0 e {yn}→ 0 : Indeterminación del tipo[
 00 ]{xn}→ 1 e {yn} diverge: Indeterminación del tipo [1∞ ]
 {xn}→+∞ e {yn}→ 0 : Indeterminación del tipo[(+∞)0 ]
 En cualquiera de los tres casos, nada se puede afirmar, en general, sobre la sucesión{
 xynn}
 .Es fácil comprobar que toda sucesión {zn} de números reales positivos puede expresarse comouna sucesión de potencias {zn} =
 {xyn
 n}
 , de forma que {xn} e {yn} se encuentren en cualquierade los tres casos anteriores.
 Resumiendo, podemos ya enumerar todos los tipos de indeterminación. En esencia sólohay dos, [∞ − ∞ ] y [0 · ∞ ], que ya aparecieron al estudiar el comportamiento de sumas yproductos, respectivamente. La segunda tomaba dos aspectos, [∞/∞ ] y [0/0 ] que aparecieronal estudiar cocientes, y ahora tres aspectos más,
 [00 ] ,
 [(+∞)0 ] y [1∞ ] , que han surgido
 al estudiar potencias. En lo que sigue presentaremos métodos que, lógicamente bajo ciertashipótesis, permiten resolver estas últimas indeterminaciones. Volvemos a trabajar con límitesde funciones, que siempre es un planteamiento más general.
 10.6. Escala de infinitos
 La exponencial, el logaritmo y cualquier potencia con exponente positivo, son funciones quedivergen en +∞ , pero cabe preguntarse qué le ocurre al cociente entre dos de estas funciones,que presenta una indeterminación del tipo [∞/∞ ] . Obviamente, comparar dos potencias notiene dificultad, basta pensar que xα/xβ = xα−β para cualesquiera x,α,β ∈ R+ . Damos ahorarespuesta a las demás preguntas.
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 Para todo ρ ∈ R+ se tiene: lımx→+∞
 log xxρ
 = lımx→+∞
 xρ
 ex = 0 .
 Ambos límites pueden deducirse de la segunda regla de l’Hôpital, en su versión para +∞ .Tomemos por ejemplo f (x) = log x , g(x) = xρ para todo x ∈ R+ , obteniendo funciones declase C∞ en R+, con f ′(x) = 1/x y g ′(x) = ρxρ−1 6= 0 para todo x ∈ R+ . Puesto que gdiverge en +∞ , podemos aplicar la mencionada regla:
 lımx→+∞
 f ′(x)g ′(x)
 = lımx→+∞
 1ρxρ
 = 0 =⇒ lımx→+∞
 log xxρ
 = lımx→+∞
 f (x)g(x)
 = 0
 Si ahora {xn}→+∞ con xn ∈ R+ para todo n ∈ N , tomando {yn} = {exn} tenemos tambiénque {yn}→+∞ y, usando lo ya demostrado, concluimos que{
 xρn
 exn
 }=
 {[log yn
 y1/ρn
 ]ρ}→ 0 , luego lım
 x→+∞
 xρ
 ex = 0 �
 El resultado anterior se conoce como “escala de infinitos”, pues claramente establece unajerarquía entre funciones que divergen positivamente en +∞ : la exponencial “domina” a todaslas potencias con exponente positivo, mientras que cualquiera de dichas potencias domina, en elmismo sentido, al logaritmo. Muchos otros límites pueden deducirse de los anteriores mediantefáciles manipulaciones. Veamos un par de ejemplos: para todo ρ ∈ R+ se tiene:
 lımx→0
 xρ log x = lımx→+∞
 (1x
 )ρ
 log(
 1x
 )= lım
 x→+∞
 − log xxρ
 = 0
 lımx→0+
 e−1/x
 xρ= lım
 x→+∞xρ e−x = lım
 x→+∞
 xρ
 ex = 0
 Veamos también un par de ejemplos de indeterminaciones de tipo [ (+∞)0 ] y [00 ] :
 lımx→+∞
 x1/x = lımx→+∞
 exp(
 log xx
 )= 1
 lımx→0
 xx = lımx→0
 exp(x log x) = 1
 10.7. Series armónicas y series de Bertrand
 Usando potencias de exponente real, podemos completar la gama de series armónicas: fijado
 α ∈ R , la serie ∑n>1
 1nα
 se conoce como serie armónica con exponente α . Hasta ahora sólo
 habíamos considerado esta serie para algunos valores de α muy concretos. En general, es fácilestudiar su convergencia:
 La serie armónica con exponente α ∈ R converge si, y sólo si, α > 1.
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 Es claro que, para α 6 0, el término general de nuestra serie no converge a cero, luego la serieno converge. Suponiendo que α > 0, la sucesión {1/nα} es decreciente y podemos aplicar elcriterio de condensación: la convergencia de la serie armónica con exponente α equivale a la
 de la serie ∑n>0
 2n 1(2n)α = ∑
 n>0
 (21−α
 )n. Pero esta es la serie geométrica de razón 21−α, que
 sabemos converge si, y sólo si, 21−α < 1, es decir, α > 1. �
 Como ocurrió en su momento con las series geométricas, tenemos aquí una nueva gamade series, cuya convergencia hemos caracterizado en forma fácil de recordar, lo que las hacemuy útiles para estudiar otras series, gracias a los criterios de comparación. Esta gama se puedetodavía ampliar, involucrando la función logaritmo y un nuevo exponente. Dados α,β ∈ R la
 serie ∑n>2
 1nα (log n)β
 se conoce como serie de Bertrand con exponentes α y β . De nuevo es
 fácil estudiar su convergencia:
 La serie de Bertrand con exponentes α,β ∈ R converge cuando α > 1 y diverge cuandoα < 1 . En el caso α = 1 , dicha serie converge si, y sólo si, β > 1 .
 En la demostración escribimos para abreviar an =1
 nα (log n)βy en todos los razonamientos
 supondremos siempre n > 3, con lo que log n > 1.
 Suponiendo α > 1, comprobaremos que ∑n>3
 an converge para todo β ∈ R . Si β > 0,
 tenemos an 6 1/nα y aplicamos el criterio de comparación. Si β < 0, fijamos λ ∈]1,α[ , paracomparar la serie de Bertrand con la armónica de exponente λ , que sabemos converge. La escala
 de infinitos nos dice que lımn→∞
 an nλ = lımn→∞
 (n(λ−α)/β/ log n
 )β
 = 0, y basta aplicar el criteriode comparación por paso al límite.
 En el caso α < 1, la divergencia de la serie de Bertrand se obtiene de forma bastante similar.Si β 6 0, tenemos an > 1/nα y basta aplicar el criterio de comparación. En el caso β > 0,fijamos λ∈]α,1[ , para comparar la serie de Bertrand con la armónica de exponente λ , que ahora
 diverge. La escala de infinitos nos dice ahora que {an nλ} ={(
 n(λ−α)/β/ log n)β}→ +∞ y
 aplicamos de nuevo el criterio de comparación por paso al límite.
 Queda considerar finalmente el caso α = 1. De nuevo, si β 6 0, tenemos an > 1/n , y elcriterio de comparación nos dice que la serie de Bertrand diverge. En el caso β > 0, la sucesión{an} es decreciente y podemos aplicar el criterio de condensación. Obtenemos que, para α = 1,
 la convergencia de la serie de Bertrand equivale a la de ∑n>1
 2n
 2n(
 log 2n)β
 = ∑n>1
 1(log 2)β nβ
 .
 Salvo un factor constante, tenemos la serie armónica con exponente β , que converge si, y sólosi, β > 1, como queríamos. �
 Obsérvese el papel clave que ha jugado el criterio de condensación en los razonamientosanteriores: primero convirtió una serie armónica en una geométrica y después ha convertidouna de serie de Bertrand en una armónica.
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 10.8. Equivalencia logarítmica
 Con la escala de infinitos resolvimos algunas indeterminaciones del tipo[(+∞)0 ] y
 [00 ].
 Vamos a ver ahora un método bastante útil para abordar indeterminaciones del tipo [1∞ ]. Paramotivarlo basta recordar la derivada del logaritmo en 1:
 lımx→1
 log xx − 1
 = 1 (6)
 Si una sucesión de potencias{
 xynn}
 presenta una indeterminación del tipo [1∞ ] , vimos que elproblema procede de la sucesión {yn log xn} , que presenta una indeterminación del tipo [∞ · 0 ] .Como {xn} → 1, la igualdad (6) sugiere sustituir la sucesión {yn log xn} por {yn (xn − 1)} ,que debe tener el mismo comportamiento y, aunque presenta el mismo tipo de indeterminación,puede ser en la práctica mucho más sencilla. Obtenemos así el resultado que sigue, conocidocomo criterio de equivalencia logarítmica.
 Sea {xn} una sucesión de números reales positivos tal que {xn}→ 1 y sea {yn} cualquiersucesión de números reales.
 (i) Para L ∈ R se tiene: lımn→∞
 yn(xn−1) = L ⇐⇒ lımn→∞
 xynn = eL
 (ii) {yn(xn−1)}→+∞ ⇐⇒{
 xynn}→+∞
 (iii) {yn(xn−1)}→−∞ ⇐⇒{
 xynn}→ 0
 La demostración se deduce de las ideas ya comentadas, salvo que para aplicar directamente(6), necesitaríamos que xn 6= 1 para n suficientemente grande, cosa que no podemos asegurar,ya que {xn} → 1. La solución consiste simplemente en interpretar (6) como la posibilidad deextender por continuidad una función. Más concretamente, la función ϕ : R+ → R dada por
 ϕ(x) =log xx−1
 ∀x ∈ R+ \{1} , ϕ(1) = 1
 es continua en 1 , luego {ϕ(xn)}→ 1. Además, es claro que ϕ(x) 6= 0 para todo x ∈ R+ .
 La igualdad yn log xn = yn (xn−1)ϕ(xn) , válida para todo n∈N , nos da el comportamientode la sucesión {yn log xn} a partir del de {yn (xn−1)} , y viceversa. Las tres equivalencias delenunciado son ya inmediatas. �
 Aunque las implicaciones hacia la derecha que aparecen en el criterio anterior son las másútiles en la práctica, las recíprocas también tienen interés. Tenemos, por ejemplo, una bonitadescripción del logaritmo:
 log a = lımn→∞
 n(
 n√
 a−1)
 ∀a ∈ R+
 La derivada en el origen de la función exponencial de base a nos daría el mismo resultado.
 Ni que decir tiene, el criterio de equivalencia logarítmica permite estudiar la existencia delímite o la divergencia de funciones definidas como potencias con base y exponente variables,cuando presenten indeterminaciones del tipo [1∞ ] . Por ejemplo, tenemos claramente
 lımx→0
 (1+ x)1/x = lımx→+∞
 (1+
 1x
 )x
 = lımx→−∞
 (1+
 1x
 )x
 = e
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 10.9. Algunas ecuaciones funcionales
 Las propiedades clave de las tres familias de funciones que venimos estudiando tienen unainterpretación algebraica interesante. Recordando que R es un grupo aditivo y R+ un grupomultiplicativo, la fórmula de adición nos dice que la función exponencial de base a ∈ R+ esun homomorfismo del primer grupo en el segundo. Si a 6= 1 tenemos de hecho un isomorfismode grupos y, en particular, tales grupos son isomorfos, cosa nada obvia en principio. No resultaahora sorprendente que, para a∈R+\{1} , la función logarítmica en base a sea un isomorfismode R+ sobre R . Finalmente, la función potencia con exponente b ∈R es un endomorfismo delgrupo multiplicativo R+ , un automorfismo cuando b 6= 0.
 En lo que sigue vamos a comprobar que, recíprocamente, las mencionadas propiedadesalgebraicas caracterizan a la clase de funciones que sabemos las verifican, con sólo exigir lacontinuidad en un punto. Más concretamente, veremos que un homomorfismo del grupo aditivoR en el grupo multiplicativo R+, que sea una función continua al menos en un punto, ha de seruna función exponencial, y análogas afirmaciones pueden hacerse para logaritmos y potencias.
 Aparte de su interpretación algebraica, los resultados que vamos a obtener resolverán deforma satisfactoria determinadas ecuaciones funcionales, que en sentido muy genérico puedenentenderse como ecuaciones en las que la incógnita es una función. Estos resultados tienentambién el interés de mostrar que la definición de las potencias de exponente real era la únicaposible si queríamos preservar las propiedades de las potencias de exponente natural y obtenerfunciones exponenciales, logarítmicas o potencias que fuesen continuas al menos en un punto.
 Para probar las caracterizaciones anunciadas, es cómodo empezar estudiando precisamentelos homomorfismos que se echan de menos en la discusión anterior, los endomorfismos delgrupo aditivo R . Exigiendo la continuidad en un punto, los vamos a describir fácilmente:
 Sea ϕ : R→ R una función verificando que
 ϕ(x+ y) = ϕ(x)+ϕ(y) ∀x,y ∈ R (7)
 y supongamos que ϕ es continua en un punto x0 ∈ R . Entonces existe α ∈ R tal que
 ϕ(x) = αx ∀x ∈ R
 Empezamos tomando x = y = 0 en (7), para obtener ϕ(0) = 0. Entonces, tomando y = −xdeducimos que ϕ(−x) =−ϕ(x) para todo x ∈ R .
 Por otra parte, una obvia inducción demuestra que ϕ(nx) = nϕ(x) para cualesquiera x ∈Ry n ∈ N , y deducimos que también ϕ(−nx) = −ϕ(nx) = −nϕ(x) . En resumen, tenemosϕ(px) = pϕ(x) para cualesquiera p ∈ Z y x ∈R . Finalmente, si r ∈Q y escribimos r = p/ncon p ∈ Z y n ∈ N , tenemos
 ϕ(r x) =1n
 nϕ(r x) =1n
 ϕ(nr x) =1n
 ϕ(px) =pn
 ϕ(x) = r ϕ(x) (8)
 igualdad válida para cualesquiera r ∈ Q y x ∈ R . Conviene observar que hasta ahora no seha usado la continuidad de ϕ , (8) es consecuencia directa de (7). En particular, definiendoα = ϕ(1), tenemos ϕ(r) = αr para todo r ∈Q .
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 Para concluir la demostración se usa la densidad de Q en R , con el pequeño inconvenientede que sólo hemos supuesto que ϕ es continua en un punto. Dado x∈R , sea {rn} una sucesiónde numeros racionales tal que {rn}→ x . Entonces {rn−x+x0}→ x0 y la continuidad de ϕ enel punto x0 nos dice que {ϕ(rn− x+ x0)} → ϕ(x0). Usando este hecho, junto con propiedadesya conocidas de la función ϕ concluimos:
 ϕ(x) = ϕ(x− x0)+ϕ(x0) = ϕ(x− x0) + lımn→∞
 ϕ(rn− x+ x0)
 = lımn→∞
 (ϕ(x− x0)+ϕ(rn− x+ x0)
 )= lım
 n→∞ϕ(rn) = lım
 n→∞αrn = αx
 Esta igualdad es válida para todo x ∈ R , como queríamos demostrar. �
 El resultado anterior deja de ser cierto si no exigimos que ϕ sea continua en un punto. Esimposible mostrarlas explícitamente, pero podemos probar que existen funciones ϕ : R → Rque verifican la igualdad (7), pero no son continuas en ningún punto de R . La idea para hacerloconsiste en interpretar la igualdad (7) junto con su consecuencia directa (8): significan que ϕ
 es una aplicación lineal cuando consideramos a R como espacio vectorial sobre Q .
 Esto no nos debe sorprender, pues R es un grupo aditivo abeliano, como producto de un“escalar” r∈Q por un “vector” x∈R entendemos simplemente el producto r x de dos númerosreales, y todas las condiciones que debe cumplir un espacio vectorial se comprueban de formainmediata. Con la misma idea, todo cuerpo puede siempre considerarse como espacio vectorialsobre cualquier subcuerpo suyo.
 Ciertamente tenemos aquí un ejemplo de espacio vectorial bastante peculiar, es fácil verque una base de R como espacio vectorial sobre Q no puede ser numerable. Sin embargo,podemos aprovechar ahora un resultado básico del álgebra lineal: dado un subespacio de unespacio vectorial, siempre existe otro cuya suma directa con el primero nos da el espacio total.En nuestro caso, como Q es un subespacio vectorial de R , existirá otro subespacio Y de formaque R = Q⊕Y . Esto significa que cada x∈R se expresa de manera única como x = r+y conr ∈ Q , y ∈ Y . No conviene hacerse ilusiones con este subespacio Y : existe, pero no podemosdescribirlo explícitamente. Definimos ahora una aplicación lineal (incluso biyectiva) ϕ : R→R ,sin más que escribir ϕ(r + y) = r− y para cualesquiera r ∈ Q , y ∈ Y . Si existiese α ∈ R talque ϕ(x) = x para todo x ∈R , tomando x = r ∈Q se tendría α = 1, pero tomando x = y ∈Ysería α = −1, flagrante contradicción. Así pues, el resultado anterior nos dice que ϕ no escontinua en ningún punto de R .
 Volviendo a los resultados positivos, podemos ya obtener fácilmente la caracterización delas funciones exponenciales a la que nos conduce la fórmula de adición:
 Sea f : R→ R una función verificando que
 f (x+ y) = f (x) f (y) ∀x,y ∈ R (9)
 y supongamos que f es continua en un punto x0 ∈ R . Entonces, o bien f (x) = 0 paratodo x ∈ R , o bien existe a ∈ R+ tal que f (x) = ax para todo x ∈ R .
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 En primer lugar, si existe y∈R tal que f (y) = 0, (9) nos dice que f (x) = f (x−y) f (y) = 0 paratodo x∈R . En otro caso, para todo x∈R tenemos f (x) 6= 0 y (9) nos da f (x) =
 (f (x/2)
 )2> 0.
 Podemos por tanto definir
 ϕ : R→ R , ϕ(x) = log f (x) ∀x ∈ R
 función que también es continua en x0 . De (9) deducimos inmediatamente que ϕ verifica (7),luego existe α ∈ R tal que ϕ(x) = αx para todo x ∈ R . Tomando a = eα ∈ R+, tenemosf (x) = eαx = ax , también para todo x ∈ R , como se quería. �
 La caracterización de las funciones logarítmicas se consigue de forma análoga:
 Sea g : R+ → R una función verificando que
 g(xy) = g(x)+g(y) ∀x,y ∈ R+ (10)
 y supongamos que g es continua en un punto y0 ∈ R+. Entonces, o bien g(x) = 0 paratodo x ∈ R+ , o bien existe a ∈ R+ \{1} tal que g(x) = loga x para todo x ∈ R+.
 Definimos ϕ(x) = g(ex) para todo x ∈ R , obteniendo una función ϕ : R→ R que es continua
 en el punto x0 = log y0 . Usando (10) comprobamos inmediatamente que ϕ verifica (7), luegoexiste α ∈ R tal que ϕ(y) = αy , para todo y ∈ R .
 Dado x∈R+, podemos entonces tomar y = log x para obtener que g(x) = α log x . Si α = 0tenemos g(x) = 0 para todo x ∈ R+ y, en otro caso, podemos tomar a = e1/α ∈ R+ \{1} , conlo que α = 1/ log a y obtenemos la conclusión deseada. �
 Veamos finalmente la caracterización de las funciones potencia:
 Sea h : R+ → R una función verificando que
 h(xy) = h(x)h(y) ∀x,y ∈ R+ (11)
 y supongamos que h es continua en un punto y0 ∈ R+. Entonces, o bien h(x) = 0 paratodo x ∈ R+, o bien existe α ∈ R tal que h(x) = xα para todo x ∈ R+.
 En primer lugar, si existe y ∈ R+ tal que h(y) = 0, (11) nos da h(x) = h(x/y)h(y) = 0 paratodo x ∈ R+. En otro caso, f no se anula y (11) nos dice que h(x) = h
 (√x)2
 > 0 para todox ∈ R+. Podemos por tanto definir
 ϕ : R→ R , ϕ(x) = log h(ex) ∀x ∈ R
 obteniendo una función continua en el punto x0 = log y0 . De (11) deducimos fácilmente que ϕ
 verifica la condición (7), luego existe α ∈ R tal que ϕ(y) = αy para todo y ∈ R .
 Dado x ∈ R+, tomamos entonces y = log x para obtener log h(x) = ϕ(y) = αy = α log x ,de donde
 h(x) = exp(α log x
 )= xα ∀x ∈ R+ �
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 10.10. Desarrollos en serie
 Para cada x ∈ R , la fórmula de Taylor nos va a permitir expresar ex como suma de unaserie, generalizando la definición inicial del número e .
 Tenemos evidentemente exp(k)(0) = 1 para todo k ∈ N ∪ {0} , lo que nos permite escribirinmediatamente los polinomios de Taylor de la exponencial en el origen. Para n ∈ N ∪ {0}tenemos:
 Tn [exp , 0 ] (x) =n
 ∑k=0
 xk
 k !∀x ∈ R
 Fijado x∈R , aplicamos la fórmula de Taylor, obteniendo un punto cn en el intervalo abiertode extremos 0 y x , tal que
 ex −n
 ∑k=0
 xk
 k != Rn [exp , 0 ](x) =
 exp(n+1)(cn) xn+1
 (n+1) !=
 ecn xn+1
 (n+1) !
 Como |cn|< |x| , tenemos ecn 6 e |cn| 6 e |x| , luego∣∣∣∣∣ex −n
 ∑k=0
 xk
 k !
 ∣∣∣∣∣ 6e |x| |x|n+1
 (n+1) !∀n ∈ N ∪{0} (12)
 El criterio del cociente implica claramente que la serie ∑n>0
 |x|n+1
 (n+1) !es convergente, luego su
 término general converge a cero y (12) nos dice que
 ex =∞
 ∑n=0
 xn
 n !∀x ∈ R (13)
 Esta expresión, que se conoce como desarrollo en serie de Taylor de la función exponencialcentrado en el origen, puede usarse para aproximarla con la exactitud que se desee, pues (12)permite acotar fácilmente el error que se comete al sustituir la suma de la serie por una sumaparcial. Por ejemplo, es claro que cuando |x|< 1 dicho error tiende a cero muy rápidamente.
 El razonamiento anterior podría repetirse literalmente, sustituyendo el origen por cualquierotro punto a ∈ R , pero no merece la pena, el resultado se puede deducir directamente de (13),usando la fórmula de adición:
 Para cualesquiera a,x ∈ R se tiene: ex =∞
 ∑n=0
 ea
 n !(x−a)n.
 En efecto, basta pensar que: ex = ea ex−a = ea∞
 ∑n=0
 (x−a)n
 n !=
 ∞
 ∑n=0
 ea
 n !(x−a)n. �
 Pasamos ahora a obtener un desarrollo análogo para el logaritmo, pero usando un métododiferente que resulta más sencillo y también más efectivo.
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 Como el logaritmo sólo está definido en R+ , para poder trabajar en el origen es preferiblehacer una traslación, más concretamente, considerar la función x→ log(1+x) , que es de claseC∞ en la semirrecta I =]−1,+∞[ . En realidad, aprovechando la relación entre los polinomiosde Taylor de una función y su derivada, trabajaremos con la función definida por
 ϕ(t) =1
 1+ t= (1+ t)−1 ∀ t ∈ R\{−1}
 Tenemos ϕ(k)(t) = (−1)k k !(1+t)−k para cualesquiera t ∈R\{−1} y k ∈N ∪ {0} , de dondeϕ(k)(0) = (−1)k (k−1) ! para todo k ∈N ∪ {0} , y podemos escribir los polinomios de Taylor:
 Tn−1 [ϕ , 0 ] (t) =n−1
 ∑k=0
 (−1)k t k ∀ t ∈ R , ∀n ∈ N
 Esta vez no necesitamos la fórmula de Taylor para describir el resto, es la diferencia entre unafunción racional y un polinomio, que se puede obtener explícitamente:
 11+ t
 −n−1
 ∑k=0
 (−1)k t k =
 1−n−1
 ∑k=0
 (−1)k (t k− t k+1)1+ t
 =t n
 1+ t∀ t ∈ R\{1}, ∀n ∈ N
 Un sencilla integral nos da directamente los polinomios de Taylor de la función que nos interesay el resto de Taylor aparecerá en forma de integral.
 Concretamente, para x ∈ I , usamos la regla de Barrow y la linealidad de la integral:
 log(1+ x) =∫ x
 0
 dt1+ t
 =n−1
 ∑k=0
 (−1)k∫ x
 0t k dt +
 ∫ x
 0
 t n dt1+ t
 =n−1
 ∑k=0
 (−1)k xk+1
 k +1+
 ∫ x
 0
 t n dt1+ t
 Resultará cómodo escribir esta igualdad de la siguiente forma:
 log(1+ x) −n
 ∑k=1
 (−1)k+1 xk
 k=
 ∫ x
 0
 t n dt1+ t
 ∀x ∈ I ∀n ∈ N (14)
 Fijado x ∈ I, tenemos una igualdad entre dos sucesiones cuya convergencia vamos a estudiar,acotando la integral del segundo miembro.
 Supongamos primeramente que |x|< 1 y sea Jx es el intervalo cerrado de extremos 0 y x .Para t ∈ Jx se tiene |t|6 |x| , luego |t|n 6 |x|n y 1+ t > 1−|t|> 1−|x|> 0. Por tanto∣∣∣∣∫ x
 0
 t n dt1+ t
 ∣∣∣∣ 6 |x| max{∣∣∣∣ t n
 1+ t
 ∣∣∣∣ : t ∈ Jx
 }6
 |x|n+1
 1−|x|∀n ∈ N
 Como quiera que {|x|n+1}→ 0, concluimos que
 log(1+ x) =∞
 ∑n=1
 (−1)n+1 xn
 n∀x ∈]−1,1[ (15)
 Si ahora queremos el desarrollo en serie de Taylor de la función logaritmo, centrado en
 cualquier punto a ∈ R+ , basta pensar que log x = log a + log(
 1+x−a
 a
 )y sustituir x por
 (x−a)/a en (15). Obtenemos lo siguiente:
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 Para a ∈ R+ y x ∈]0,2a[ se tiene: log x = log a +∞
 ∑n=1
 (−1)n+1
 an (x−a)n.
 Volviendo a la igualdad (15) que nos ha permitido obtener los desarrollos en serie anteriores,si fuese |x| > 1 esta igualdad no tendría sentido, ya que el término general de la serie queaparece en el segundo miembro diverge, luego la serie no puede converger. Lo mismo ocurrepara x =−1, pues aparece la serie armónica, que tampoco converge. Pero el caso x = 1 mereceser estudiado, pues nos llevará a calcular la suma de la serie armónica alternada. Tomando x = 1en (14), tenemos
 log 2 −n
 ∑k=1
 (−1)k+1
 k=
 ∫ 1
 0
 t n dt1+ t
 ∀n ∈ N
 La estimación de la integral hecha antes no es válida, pero hacemos algo mejor:
 0 6∫ 1
 0
 t n dt1+ t
 6∫ 1
 0t n dt =
 1n+1
 ∀n ∈ N
 y hemos calculado la suma de la serie armónica alternada:
 ∞
 ∑n=1
 (−1)n+1
 n= log 2
 10.11. Algunos ejemplos de funciones
 Usando la función exponencial, vamos a construir algunas funciones de clase C∞ en R ,que responden preguntas interesantes y son útiles en varios contextos. Empecemos por hacernosde forma intuitiva una pregunta bastante natural: ¿puede una función, de clase C∞ en R , serconstante en un intervalo, sin ser constante en todo R?
 Más concretamente, podemos preguntarnos si existe f ∈C∞(R) tal que f (x) = 0 para todox ∈ R−
 0 pero, pongamos por caso, f (x) 6= 0 para todo x ∈ R+ . Si sólo le pidiéramos a f quefuese continua, o derivable unas cuantas veces, sería fácil construirla. Pero ser de clase C∞
 impone una fuerte restricción a su comportamiento en el origen: todas sus derivadas en cerohan de anularse. Pues bien, usando la función exponencial, la respuesta afirmativa a la preguntaplanteada se consigue con gran facilidad:
 La función f : R→ R definida por
 f (x) = 0 ∀x ∈ R−0 , f (x) = e−1/x ∀x ∈ R+
 es de clase C∞ en R .
 Nótese que f es estrictamente creciente en R+0 , luego será la respuesta a la pregunta planteada,
 tan pronto como veamos que f ∈ C∞(R) . Para ello, probaremos por inducción lo siguiente:para todo n ∈ N ∪{0} , se tiene que f ∈ Dn−1(R) y existe un polinomio Pn−1 tal que
 f (n−1)(x) = 0 , ∀x ∈ R−0 , f (n−1)(x) =
 Pn−1(x)x2n−2 e−1/x ∀x ∈ R+ (16)
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 Esta afirmación es obvia para n = 1, con P0(x) = 1 para todo x ∈ R , así que la suponemoscierta para n ∈ N y la probamos para n + 1. Usando el carácter local de la derivada, de (16)deducimos obviamente que f es n veces derivable en R− con f (n)(x) = 0 para todo x ∈ R− .También vemos que f es n veces derivable en R+ y, para todo x ∈ R+, se tiene
 f (n)(x) =
 (P ′
 n−1 x2n−2 − (2n−2)x2n−1 Pn−1(x)x4n−4 +
 Pn−1(x)x2n
 )e−1/x =
 Pn(x)x2n e−1/x
 donde hemos escrito Pn(x) = x4 P ′n−1(x) − (2n−2)x3 Pn−1(x) + Pn−1(x) y es claro que Pn es
 un polinomio.
 Finalmente, la escala de infinitos nos dice que
 lımx→0+
 f (n−1)(x)x
 = Pn−1(0) lımx→0+
 e−1/x
 x2n−1 = Pn−1(0) lımx→+∞
 x2n−1
 ex = 0
 luego f también es n veces derivable en el origen con f (n)(0) = 0. �
 Resaltamos la propiedad de la exponencial que ha sido clave en el razonamiento anterior: lafunción x → e−1/x tiende a cero (por la derecha) en el origen, más rápidamente que x → xk ,para todo k ∈ N . Aprovechando la misma idea, sólo que usándola en dos puntos en vez de sóloen uno, se puede probar lo siguiente, que queda como ejercicio:
 Dados a,b ∈ R con a < b, la función g : R→ R definida por
 g(t) = exp(
 −1(t−a)(b− t)
 )∀ t ∈]a,b[ , g(t) = 0 ∀ t ∈]−∞,a] ∪ [b +∞[
 es de clase C∞ en R .
 Obsérvese que ahora g se anula idénticamente en dos semirrectas, pero no se anula enningún punto de ]a,b[ . A partir de ella, con el teorema fundamental del cálculo construiremos
 otra función igualmente interesante. Consideramos la integral ρ =∫ b
 ag(t)dt > 0 y, fijado
 c ∈ R con c < a , consideremos la integral indefinida de g con origen en c :
 h : R→ R , h(x) =1ρ
 ∫ x
 cg(t)dt ∀x ∈ R
 El teorema fundamental del cálculo nos asegura que h es derivable en R con h ′ = g , luegotambién h ∈C∞(R) . Vemos sin dificultad que h(x) = 0 para x 6 a y h(x) = 1 para x > b . Enel intervalo [a,b] , h es estrictamente creciente, con 0 6 h(x) 6 1 para todo x ∈ [a,b] .
 Por último, construimos lo que suele llamarse una función meseta, de clase C∞ en R . Paraello fijamos r,R ∈ R+ con r < R , y consideramos la función h recién construida, tomandoa = r2 y b = R2 . Definimos entonces
 ϕ : R→ R , ϕ(x) = 1 − h(x2) ∀x ∈ R
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 De nuevo tenemos claramente ϕ∈C∞(R) . Veamos la interesantes propiedades de esta función.Para x ∈ R se tiene
 |x|6 r ⇒ x2 6 r2 = a ⇒ h(x2) = 0 ⇒ ϕ(x) = 1
 |x|> R ⇒ x2 > R2 = b ⇒ h(x2) = 1 ⇒ ϕ(x) = 0
 En el intervalo [−R,−r] , ϕ crece estrictamente desde el valor 0 hasta 1 , mientras en [r,R]decrece estrictamente de 1 a 0 . Si imaginamos su gráfica, entendemos perfectamente por quése dice que ϕ es una función meseta.
 Resaltamos nuevamente que el comportamiento de las funciones que hemos ido estudiandoes fácil de conseguir con funciones a las que solo les exijamos ser derivables un cierto númerode veces, lograr el mismo tipo de comportamiento para funciones de clase C∞ en todo R , es loque hace interesante esta construcción.
 10.12. Ejercicios
 1. Dado p ∈ R con p > 1, se define p∗ ∈ R mediante la igualdad1p
 +1p∗
 = 1. Probar la
 llamada desigualdad de Young:
 ab 6a p
 p+
 b p∗
 p∗∀a,b ∈ R+
 2. Dado ρ ∈ R+ , probar que la función logaritmo es uniformemente continua en [ρ,+∞[pero no en ]0,ρ] .
 3. Probar que existe una única función f : R → R+ que verifica log f (x) +√
 f (x) = xpara todo x ∈ R . Probar también que f es derivable en R y calcular f ′(1) .
 4. Estudiar la existencia y continuidad de las sucesivas derivadas de la función f : R → Rdefinida por
 f (x) = x ∀x ∈ R−0 , f (x) = log(1+ x) ∀x ∈ R+
 5. Calcular la imagen de la función f : [1,2e]→ R dada por
 f (x) =log x
 x∀x ∈ [1,2e]
 6. Probar que lımn→∞
 1log n
 n
 ∑k=1
 1k
 = 1.
 7. Encontrar intervalos de convexidad o concavidad para la función f : R→ R dada por:
 f (x) = x2 log |x| ∀x ∈ R∗ , f (0) = 0
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 8. Sea f ∈ D1(R) tal que f ′(x) = α f (x) para todo x ∈ R , donde α ∈ R es una constante.Probar que f (x) = f (0)eαx para todo x ∈ R .
 9. Sean a,b ∈ R con a < b y f : [a,b] → R una función continua en [a,b] y derivable en]a,b[ verificando que f (a) = f (b) = 0. Probar que, para todo λ ∈ R , existe c ∈]a,b[ talque f ′(c) = λ f (c).
 10. Probar que ex + e−x > 2 para todo x ∈ R .
 11. Sea f : R→ R la función definida por f (x) = x + ex para todo x ∈ R . Probar que f esbiyectiva y que f−1 es derivable en R . Calcular ( f−1)′(1) y ( f−1)′(1+ e).
 12. Probar que 1 + x 6 ex 6 1 + xex para todo x ∈ R .
 13. Probar que xe 6 ex para todo x ∈ R+. Probar también que la anterior desigualdadcaracteriza al número e , es decir: a ∈ R+ , xa 6 ax ∀x ∈ R+ =⇒ a = e .
 14. Estudiar el comportamiento en +∞ de las funciones ϕ,ψ : R+→R definidas como sigue,con a ∈ R+:
 ϕ(x) =log(2 + aex)
 √2 + ax2
 , ψ(x) =(ax + x
 )1/x ∀x ∈ R+
 15. Sea f : R+ → R+ una función derivable en R+ y supongamos que la función f + f ′
 tiene límite en +∞ . Probar que lımx→+∞
 f ′(x) = 0.
 16. Probar que si I es un intervalo y f : I → R una función convexa, la función h : I → Rdefinida por
 h(x) = e f (x) ∀x ∈ I
 también es convexa. Mostrar con un ejemplo que el recíproco no es cierto, h puede serconvexa sin que f lo sea.
 17. Dado α ∈ R , estudiar la convergencia de las siguientes series:
 (a) ∑n>1
 (log(
 1+1n
 ))α
 (b) ∑n>1
 (1− e−1/n
 )α
 18. Dado α ∈ R , estudiar la derivabilidad de la función f : R→ R definida por
 f (x) = 0 ∀x ∈ R−0 , f (x) = xα ∀x ∈ R+
 19. Se considera la función f : R+ \{e}→ R definida por
 f (x) = x1/(log x−1) ∀x ∈ R+ \{e}
 Estudiar el comportamiento de f en 0,e,+∞ .
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 20. Estudiar la convergencia de la sucesión:{(α n√
 a + βn√
 bα + β
 )n}
 donde α,β ∈ R , α+β 6= 0 , a,b ∈ R+.
 21. Estudiar la derivabilidad de la función f : R+0 → R dada por
 f (x) = xx ∀x ∈ R+, f (0) = 1
 22. Estudiar el comportamiento de la función h : A → R en el punto α , en cada uno de lossiguientes casos:
 (b) A = R+ , h(x) =(ex + x
 )1/x ∀x ∈ A , α = 0
 (c) A = R+ \{1} , h(x) =1
 log x− 1
 x−1∀x ∈ A , α = 1
 (d) A =]1,+∞[ , h(x) =xx − x
 1 − x − log x∀x ∈ A , α = 1
 23. Estudiar la derivabilidad de la función f : R+0 → R definida por
 f (x) = (1 + x)1/x ∀x ∈ R+ , f (0) = e
 24. Estudiar el comportamiento en +∞ de la función h :]1,+∞[→ R en cada uno de lossiguientes casos:
 (a) h(x) =x(x1/x − 1
 )log x
 ∀x ∈]1,+∞[
 (b) h(x) = (x + 1)2/3 − (x − 1)2/3 ∀x ∈]1,+∞[
 (c) h(x) =(
 x + 52x2 − 1
 ) x−2x2+3
 ∀x ∈]1,+∞[
 25. Probar que para todo a ∈ R se tiene lımx→+∞
 (log(x−a)log(x+a)
 )x
 = 1.
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